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B. KONORSKI 


Katy graniczne w polu elektrostatyeznym 
dwoch kul o fladunkach rozmaitych znakéw 


Rekopis dostarezono 27. 6.1955 


Przedmiotem rozwazan jest pole elektrostatyczne uktadu dwéoch kul, na 
ktorych znajduja sie dwa tadunki o rozmaitych znakach i o rozmaitych 
wartosciach bezwzglednych. Wszystkie linie, pola wychodzace z tadunku 
oO mniejszej] wartosci bezwzglednej koncza sie na powierzchni drugiej kuli 
wyznaczajac na niej okrag polozony symetrycznie wzgledem osi taczacej 
Srodki obu kul. Proste poprowadzone z punktow tego okregu do Srodka kuli 
tworza stozek kolowy o kacie wierzchotkowym 2%. Kat# nazwany jest katem 
granicznym; dzieli on powierzchnie kuli na dwie czeScei; linie pola wycho- 
dzace z punktow jednej czesci dazq do drugiej kuli, linie pola wychodzace 
z punktow drugiej czesci dazqa do nieskonczonosci. 

W pracy podana jest metoda, za pomoca ktorej mozna oblicza¢ katy 
graniczne oraz przeprowadzone sa obliczenia tych katow przy rozmaitych 
stosunkach bezwzglednych wartosci tadunkéw lub potencjatow obu kul. 


1. STRUMIEN ELEKTRYCZNY LADUNKU PRZENIKAJACY PRZEZ CZASZE 
KULISTA 


Rozwazmy najpierw nastepujace proste zadanie. Nalezy obliczyé stru- 
mien wy punktowego tadunku elektrycznego @ przenikajacy czasze kulista 
CEF o promieniu r io kacie centralnym 24. Przyjmujac oznaczenia 
z rys. 1, w ktérym zalozono O,O=A;OP=1;0,P=e;0,B 1 OP;BP=a, 
znajdujemy przesuniecie D w punkcie P 
Q a_—Q(Acost—7, 


—D=— cos 6 = = = ae 
40° 4107 o 4n0°* 


Oznaczajac przez dy, strumien przenikajacy przez pierscien czaszy mi¢- 
dzy katami # i 0+d0 mamy 


; ca Qr? a 
pel Q(A =e To) a een Acos#—To 


40 Zz Nes o° 


sin 0d} 


A 
Qr2_( (A cos d—r1») sin ddd 
eo V 12+ A?—21,A cos ao 


Y= — 


1* 


: eng 

Fe 

aN * 

Ke 

ay 

an 

ee. 

px 

in Rys. 1. Przenikajacy przez czasze kulista 

us strumien dielektryczny tadunku potozonego 

i na zewnatrz kuli. 

BY 

3 “ 

x z=r2+A*—2r,Acos 3 

oraz oznaczenia 

2 bi, N=r2+A*—2r,Acosi=9?; M=(A~—r,)?; 

; ae wtedy x nN . 

ots O (Ar re 2)d2" v. © “ ‘ : 
3 yee ce =—- (Alek 2 dee ae 
8A Zh ‘8A 

aii: M . M M 

ay ipo elementarnych przeliczeniach otrzymujemy 

Aa a es Se Ru (1) 
¥ Yz=— ° 3 

| \ 2 4A 0a 


_zobrazem fizycznym. 
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(Przyjmujemy tu znak minus dla strumienia przenikajacego do wnetrza | 
czaszy). Wprowadzamy nowa zmienna , 


} 


Ze wzoru powyzszego wynika yz=0 dla A4=0 oraz dla A=x co jest zgodne 


Maksimum wyrazenia yz otrzymujemy, jezeli 
Gaia 


to jest, gdy @, jest styeznq do kuli (O,PLOP; rys..2). 

Uktad przedstawiony na rys. 1 dotyezy przypadku, gdy punktowy ta- 
dunek Q znajduje sie na zewnatrz kuli. Analogiczne rozwazania i oblicze- 
nia mozemy przeprowadzié dla punktu O; znajdujacego sie wewnatrz kuli 
(rys. 3). Mamy w6éwezas 

Q QO via 


De 00s 0 mt (79 A cos 9) 


9 


Amo" 4no2 9 4x0° 


gy Elta BON ia ou Uk Sa Sa st . | uh 
CO ee eid : s 4 H c Res 
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i po przeliczeniach otrzymujemy 


Q i Qe At 


Ywo= + { D-dS= 
2 4A 0, 
Ze wzoru (2) ae 


dia 4=0 i o,=7,-A jest y,,=0, 


dlad=x i g,=1,+A jest Yu = Vw max =@- 


Rys. 38. Przenikajacy 


ER sige es rzez czasze kulista stru- 
Rys. 2. Maksymalny strumien die- ES nce ta 


lektryczny przenikajacy przez czasze dunku potozonego we- 
kulista. wnatrz kuli. 


Rownania (1) i (2) mozemy takze przedstawié w postaci 


2 0 


Q ae cos # 
2 Q 


Yo = a 7 (4) 


(zamiast A piszemy tu #?). 


Jezeli tadunek Q umieszczony jest w Srodku czaszy (w punkcie O), 
to strumienh yw wynosi 


Yo=— © (cos 9-1). (5) 


2. PRZYBLIZONE ROZMIESZCZENIE ZASTEPCZE LADUNKOW W UKLADZIE 
DWOCH KUL O POTENCJALACH V, O 


Zalézmy podobnie jak w [A, rozdz. 7]1, ze mamy uktad dwéch kul 
metalowych K, K’; odlegtos¢ Srodkéw tych kul wynosi D. Na kuli K 


1 Przez [A] oznaczamy tu artykut autora pt.: ,,.Nowe twierdzenia o polu elektro- 
statyeznym“ (Arch. Elektr. t. IV, z. 1); liczby umieszczone bezposrednio 
przy A oznaczaja numer wzoru, na ktory sie powolujemy. 
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(promien 7) znajduje sie tladunek + Q (ktory nazywamy tadunkiem s w o- 
bodnym) sprawiajacy, ze potencjal tej kuli jest \ 

a.’ 
Q 


V= 4 
Aner 


na kuli K’ (promien 7’) swobodnego tadunku nie ma, jej potencjai V 


rowna sie zeru. 
Wiemy, ze uklad powyzszy mozna zastapi¢ ukladem tadunkéw punk- 


towych umieszczonych na proste] M’—M taczacej Srodki M’ i M obu kul 
K’ i K. Uktad ten sktadaysie (rys. 4) 


Kula K’(pot.0) Kula K (pot.V) 
MA, Ap Az Ag By 85348; ot 
e——__—__0_—___2—_0______"___+__+__*_® 

-% ~% -%-% Gy G2 By” 


Rys. 5. Zastepeze rozmieszcezenie tadurkdow 
w uktadzie dwéch kul o potencjatach V, O. 


z tadunkéw dodatnich (Qe oe 9 has 9 nae 
umieszezonych w punktach M,B,,B,,B;... 

oraz 
z tadunkow ujemnych Ge eat 6 reel? Rane GA orien 6 


umieszezonych w punktach A,,A,,A;,A,... 
Wiadomo nastepnie, ze miedzy odlegtosciami fn punktow Bn od M | 
i odlegtosciami a, punktOow Anod M’ zachodza zwiazki [A 28] | 


an = ) 
DD pray D— an 
miedzy tadunkami Qn i qn zachodza zwiazki [A 28] 


' 


= Ls . = us ante . — 
Qn PD ae” qn We ea (n 1,2,3...; Qo=Q). (7) 


Zwiazki powyzsze prowadza do nieréwnosci 

OBS 0lg SS enna 
Bais By Be ok uy 
0-0). Or >'Q; 5. «, 
Oy ge Vann 


Jak wynika z odnosnych obliczen, wyrazy ostatnich dwéch ciagéw szybko 
maleja. Szybko maleja réwniez réznice (a4n—Gn-1) oraz (Bn—Bn—1 przy i 
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wzrastaniu n. Na podstawie tych wlasnosci pierwsze dwa ciagi zastepu- 
jemy ciagami 
Q,,92,A2,a5... 


Bin Pas Pa ebba ss; 
i zamiast dokladnego rozktadu tadunkéw przedstawionego na rys. 4 otrzy- 
mujemy przyblizony rozkiad zastepczy tadunkéw umieszczonych w punk- 
tach M,B,,B,,Ai1,Az, (rys. 5), przy czym (patrz [A 54] i [A57]): 


Kula kK’ (pot.0) Kula K (pot. Vv) 
¢ 

M A, Ad Boe Gae ah 
| c, lgiulindez Gozl Qi g |@ 
| Go | | Bo | 
————} 


Rys. 5. Zastepeze rozmieszczenie tadunkéw 
w uktadzie dwoch kul o potencjaiach V, O. 


w punkcie M umieszczony jest fadunek Q, 


Sette — Ps) 0 r Q,=Qp, (7) 
” » B, (B,M =f2) ” ” Q2z=SQ—-Q—-Q, 
Q2z=SQ—Q—Q,=Q(S—1—p)=Qn, (8) 
w punkcie A,(A,M=a,) umieszczony jest tadunek a aay (9) 
a A,(A,M = ay) » * “ — Qez ; 
= OT —-4.=0(7-F)=@ Ft R= Sr (10) 


Analogicznie do [A 39, 44, 77, 79 i 89] wprowadzono tu nastepujace skroty: 


t 


rr 
= et (11) 
P D?—r?2 
D?—(r'—r)? D?—-r—-r? 
i: coe, fe eS 12 
Ss V = ma: on (12) 
oraz 
n=2(R-1),  m==(R+1), (13) 
2 2k 
S=1+ p-+n, jee Cree (14) . 
Wobec tego mamy D 
2 r2 
Ua bees On = ’ (15) 
D Dkp 
2Dk 
(UE Sy ee 6) 


We OF HN ae Mate Ca a Mele oe caa TO aad ae i a 


pS 
eas 
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«43. PRZYBLIZONE ROZMIESZCZENIE ZASTEPCZE LADUNKOW W UKEADZIE 
a; DWOCH KUL O POTENCJALACH —V’, +V 


“ ae Jezeli obie kule maja potencjaty —V’i+V, to odpowiednie rozmiesz- 
ezenie tadunkéw znajdujacych sie na prostej MM’ otrzymuje sie przez 
superpozycje uktadu tadunkéw przy potencjatach O i V oraz uktladu ia- 

Kula K’ (pot.-V’) we * Kula K (pot. Vv) 

M’ Ay AL Ap AZ B, 83 By, By M 

=9 -94 -94 -%27-Vz Anz Qz Qy A; @ 


ay, 2, 2 a3 Bz 83 By By 


Rys. 6. Zastepeze rozmieszczenie tadunkéw 
Ww guktadzie dwoéch kul o potencjatach O,—V’. 


Kula K’(pot.—V’) Kula K (pot. 0) 
MS act ning aA By By M 
e—__e—___e______________», __» —_» 
-9'\ af 1-94 I-97 Qdz7i ayI pi | 
}——H ! / 
Mivwend ] ; 7 Baal 
ee 


Rys. 7. Zastepcze rozmieszczenie tadunkow 
w uktadzie dwoch kul o potencjatach V,—V’. 


_ dunkow przy potencjatach —V’ i O. R6wniez i zastepeze rozmieszczenie 


ares! 
3 _ przyblizone tadunkéw otrzymamy przez superpozycje ladunkéw z rys. 
_ «45 i 6; rozmieszczenie to przedstawia rys. 7. Mamy tu 
Pat . “2 a 2 7 
tay Giger sy B ace ee ag= ? Sak ? At 
4 wey ea 2 eae fee ES Pe D—a, — 
og 
ue Pina : v2 ‘ r2 : 2 
, f= ae) aq Tay! B rae a) a Sas 18 
ie D BOR Vc. 5 ee ee Be 
_. Wymnika stad 
‘ Ce Coe B,>B,, 
iM D—a,>D—a', D—6,<D-', 

By ie ? a, > a, ’ 

DE 8 (Die D=e De8,5 
Dire Bae 8,, 
skad 


aS o Sorap, ae ee i Sy 


\ eaheh 


\ rprowadzamy ¢ oznaczenia © 


, Tr , p , . é f 
=——, n= —(R-}), 19) 
S'=1+p'+n’, Ant 1) (20) 


bi znajdujemy wartosci tadunkow umieszczonych w poszezegolnych punles 


tach schematu z rys. 7. Be 
a Kula K’ Kula K 
Punkt M’ tadunek —q’ Punkt M ltadunek Q a 
rs ' he : 
A, ” —Q D eco hve ” By | ” a =e = € 
, A, ” ie. Q> ” B, ” @P Q, ? 
: ~ rm ' e m 
gy ee a so == Gaz: ” Be ” cm =Qoz 
A) ” —qn'= ihe ’ ” B, : ” | Qn=Q2z : 


_kaczny tadunek H wewnatrz kuli K wynosi (por. [A 96]) 

. | H=Q+Qp+Qn+q'— (m+1)=QS+qT, (21) 
a laczny jadunek H’ he as kuli K wynosi (por. [A 95]) , 
Haq +dp'+an +0" (m+0=aS +07. (22) : 


| Sezeli preeneue r, r obu kuli sq jednakowe, to 


r? r 
QS => . ; a = = x ; (23) 
ile tS aaa eee « 
re ge nm (24) 
——| =O, 3h— = \ 
CG aa ee oe : 


ee a ee 


4, KAT GRANICZNY W UKLADZIE DWOCH KUL O POTENCJALACH V i —V’ 


Zalozmy, ze absolutna wartosé tadunku kuli K’ jest mniejsza niz war- 
tosé tadunku kuli K, to znaczy, ze 


|H’|<|H]. (25) My 


oe Sy ae eee, ae | 
eT ears, || 
. P 4 
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i 
Z rozwazan wynika, ze przy tym zalozeniu wszystkie linie pola wy- 
chodzace z powierzchni kuli K’ koneza sie na powierzchni kuli K, | 
jednakze pewna ilosé linii pola wychodzacych z powierzchni kuli K dazy _ 
do nieskonezonosci (rys. 8); linie te tacznie odpowiadaja tadunkowi 
(H —H’). 
- Zatozmy, ze na obu kulach K i K’ (0 wymiarach skonezonych) znaj- | 
duja sie tadunki +H’ i — H’ 0 réwnych wartosciach bezwzglednych i od- 
miennych znakach. W bardzo odlegtych 
punktach P przestrzeni, w ktorej znaj- | 
duje sie uklad K, K’, natezenia pol wy- 
tworzonych przez oba tadunki +H | 
i —H’ maja w przyblizeniu przeciwne | 
zwroty i jednakowe wartosci? (dazace | 
do zera w miare oddalania sie punkt6w 
P od uktadu K, K’). Wynika stad, ze | 
natezenie pola ukladu K, K’ rowna sie | 
zeru na nieskonezenie odlegtej sferze. | 
Rowniez i skladowa natezenia tego pola } 
prostopadia do tej sfery réwna sie zeru, } 
co oznacza, ze zadna linia pola wycho- 
Rys. 8. Schematyczny obraz pola dzaca z elemento6w ukladu K, K’ nie | 
elektrostatycznego miedzy dwiema onezy sie w nieskonczonosci, oraz da-| 
kulami o tadunkach +H i —H’. Sie a : rd gle 
Gree Hee. lej, ze wszystkie linie pola znajdujace 
swe ujscie na K’ wychodza z K, jak] 
rowniez, ze wszystkie linie pola wychodzace z K koncza sie na K. | 
Jesli teraz, pozostawiajac bez zmiany tadunek kuli K’, dodamy do | 
kuli K dodatkowy dodatni tadunek (H — H’), to linie pola tego dodatko- | 
wego tadunku nie moga konezyé sie na kuli K’ (poniewaz oznaczaloby to] 
zwiekszenie ujemnego tadunku tej kuli) 
i musza dazy¢ do nieskonczonosci. Natomiast 


bez zmiany pozostaje stwierdzony juz po- Phen | 
przednio fakt, ze wszystkie linie kenezace Gs i} 
sie na K’ wychodza z K. : 

Pole elektrostatyezne z rys. 8 ma syme- he 


trie osiowa; osia jest tu prosta M’M. Wynika_ Rays. 9. Kat graniczny w pclu | 


stad, ze na kuli musi istnieé taki okrag ae eee all 


* Przekonujemy sie o tym zastepujac pole tadunké6w +H’, —H’ na kulach K, Kg 
przez dwa ciagi dipoli: 
Qt!) OQ WSU ar ers ites tae itd. i} 
oraz 
+Qi’ i —q, +Q,’ i —q, itd. 
{wartosci bezwzgledne kazdej pary tych tadunkéw sa roéwne). 
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Pgr — Pgr (0 Srodku na prostej M’M, rys. 9), majacy te wtasnosé, iz 
wszystkie linie pola wychodzace z czasy kuliste] Pg, EP , koneza sie na 
kuli K’, podezas gdy wszystkie linie wychodzace z pozostalej czesci kuli K 
daza do nieskonezonosci. Laczac Srodek M z punktami okregu Pg;— Pgr 
otrzymujemy stozek kolowy o kacie wierzchotkowym 20. Kat ? nazywamy 
katem granicznym w rozwazanym polu dwoch kul. 

Strumien y, przenikajacy przez czasze kulista PgrEPg, mozna w przy- 
blizeniu obliczyé, jezeli uklad z rys. 8 zastapi¢é ukladem tadunkéw punk- 
towych rozmieszezonych wedlug rys. 7. Stosujac do ladunk6w —q’, —q 
wzory (3), do ladunkéw Q; wzory (4) i do tadunku Q wzé6r (5) znajdujemy 


q eee oe 
Y= , —1)}— i 
> Ou 2D Qa1 
a’p' pe ownst 7 SER, far ess 7 
2 , e* 4kD . 0a2 
‘on (R—1)/D—«a,—rcos? R—1 /f,—rcos? 
ae a —1}+pQ 2 +1} (26) 
4 2.9 4 0p2 
6° —r cos # ips F:cosd 
+q' = r1] | noe 1] 
2D O20 2 Opt 
Te : \ 
aie te ed ae 1} See), 
2D Z 


Qf1 
W rownaniu powyzszym Cv jest odlegtoscia punktu M (rys. 7) od punktu 
Palrys:. 9): Gar » Gat  Qo2» oz — odlegtosciami punktéw Ay Anao As od 


punktu IP aana Geol Boas O01 — odlegtosciami punktéw B: BeBe: od 
punktu P,,. Wyrazenie (26) mozna uprosci¢ uwzgledniajac, ze poten- 
cjat punktu Py, jest V; mozemy zatem napisa¢ tozsamos¢ 


=| q _ Qr dp’ Qr(R+1)_ agp'(R—1) | p@R—-1) | 


4n€é, Ou Dea Out 2kDe.c2 20.0 2062 é (27) 
cS ES el RIG ANB pam 
Dese 01 Dos 7 4meor 


Tozsamos¢ (27) musi byé spetniona niezaleznie od wartosci tadunkow 
Q i q. Wynika stad, ze wspdiczynniki przy tych wielkosciach musza by¢ 


rowne Zeru: ; F ' 
ane) n rm Lewes | (28) 


ie 7 ’ 


PSS a 
Oy Ca a2 Dose Den 


r IIL GU ag eg (29) 
Dea Dec Of2 0f1 
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Korzystajac ze zwiazkow (28) i (29) wyrazenie ys mozemy przedstawi¢ 
w postaci 


ae w=-4(? 1) 92 (Pam _))_aP (Bots 3) — 
Pe ae 2 \@mu 2D Oa 2 Oar 


a Ea a el peli t vere ea 
ay 2D Oar 2 a2 2 \ep2 


Bi pial ee +1)+ te ra)+o 


moa)4 +2 (cos), 
es 2D \ 02 01 


20 


. lub po dokonaniu drobnych przeksztalcen 


q D see Qr D0 ca q'p : De, 2 Qr'm Das hh 


“Rages ry ee 2 Cu 2D Oa 2 Qu 2D Qa2 

i : eA 

Bis _qn Daz Qn B, , qrm B2 , 9p Br, arr arb : 
oe 2 Gaz 2 op 2D op 2 Of ions 
et L(tp'+n) +2 +p+n)+ Or ET on 1)— Peo e. BO) 
oi 2D 2 

Bo Z poczynionych zatozen wynika, ze strumien y, musi sie réwnaé catko- 
-_-witemu tadunkowi H’ kuli K’, a przeto mozemy frie 

Y, es ee q(i+p’ +n)+Q5 tasty (31) 


Podstawiajac y, ze wzoru (30) znajdujemy 


sa Roger DOr Day 5 gip. D—a, Qr'm , D-Ceen D-a 1 

i a one 2 Om 2D at 2 Oar 2D Qa2 2 Gaz 

ae B, , qrm br, Qp By sat Bs 
2 Qp2 2D Qp2 2 ef 2D em 


+. 


+S tpt) Lat +n) 4 -(m+-1)—2 cos = 0. (32) | 


Przy danych parametrach geometrycznych ukladu obu kul oraz tadun- 
kach Q, q’, z rownania (32) mozna obliczyé kat graniczny ®. 


5. OBLICZENIE KATA GRANICZNEGO 


W celu obliczenia kata ? z r6wnania (32) rozwijamy wchodzace w to 
wyrazenie odwrotnoscieg za pomoca wielomianéw Legendre’a P,,P;,P..., 
Piszemy na przyktad 


gor V7?—28,7 cos 0+? 7 1-28 cos0+ (Bs 


soe Lea 


ere eon jery 5 wyrazen typu (33) i 4 wyrazenia typu (34). Daieki za- 


niektore z wyrazen F sq sobie rowne, a mianowicie: 


Otrzymujemy zatem 5 szeregoéw 


Py Pb 09 0 
Des 


. 
3 
P 


eae Ba cos ane 


3 
pets fi cos as bi fee ie 
T 


ee 


apts 
fe 


oe 
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Jezeli r=r’, to na skutek 
ES weed 


zamiast (38) mozemy napisac 


2 3 
F,=1+ “cos 0+ @P,4+ =P, +... (40) 
; ' 7 ie 


Jezeli zas r=r’ i B,~a,, to w przyblizeniu mozemy zatozyé 


FS = 


Te aa oed, T _ Pe 
D—a, Di oD Ones 


i wtedy 

Vs ot DREN or (41) 
Przy wykorzystaniu wzordw (35) i (36) rownanie (32) mozemy przed- 
_stawic jako 


Bon ae 4 T | 
A= Qi —— ——) Fe+ — =) Faced Pp = nad) cos a 
al( [Nigel Sua Lean faiew ola “ p' 


/[ [Bam | (2 Wie: 
+ aes F,1 1\F,—n'F,—1 wt Gn eS 0,. es 
a|( - a > 1 Pp Fe ) ) 


a wyrazenie (30) dla y, przybiera postac 


ee Q I(° = Tetris _ Fytl+ptn+—(m+1)—cos | ne 


2 T D T 
ad: (Om r+(% 1\)F,—nF,;+1 bp’ +n'+—(m+)) ; (43) 
2, D D D 


Rownanie (42) stuzy do bezposredniego obliczenia kata granicznego ?. 
Przykiad takiego obliczenia przedstawiony jest nizej. 

Samo zestawienie rownania (42) jest dos¢ skomplikowane. Duza liczba 
wystepujacych w nim wspdiczynnikéw i parametré6w prowadzi do nie- 
uchronnych prawie omytek rachunkowych. Z tego powodu konieczne jest 
opracowanie metod, za pomoca ktérych mozna sprawdzi¢ stusznos¢ zesta- 
wionego rownania liczbowego. Do tego celu stuzy rodwnanie (43). W pracy 
zostaly podane dwie metody, przy czym ze wzgledu na kaprysny charak- 
ter wspdiczynnikéw liczbowych, zaleca sie przy przeprowadzanych ra- 
chunkach stosowanie obu sposobOw sprawdzania. 


sprawdzenie I 
Podstawiajac do (43) #=0 powinno sie otrzyma¢ wynik 


yo=0. (44) 


4 of ONgate / te : c y 
aan mv r i / ; vy ' 
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Pe shea. 


Relacja powyzsza prowadzi do tozsamosci 


, 


iiaw a F,| +S+T-1=0, 
D}  jo=o 


T D r 
ry 8 ‘ (45) 
2m ’ 1 , a , 
—— +p | Fs-+ t— —1)F,—nF +S+T =0 
|( D P) P 6 da 
albo przy r=r 
ee ae iS al 
it D Nt D 9=9 D 
ay 
+(2—1)r —nF,| =S+T. (46) 
D SF dl BEER 


Sprawdzenie II 
Jezelid=a,to musi by¢é H=H’, a przeto musi byé spetniona tozsamos¢ — 


, , FY 1 / 
yo=H=QS+qT=( tp tm Qtr ™ a (47) 
Z (21) i (22) w tym przypadku otrzymujemy 
: S=T 
=Q——. 
4 S:—T 
Podstawiajac to wyrazenie do (43) znajdujemy 
ie “2 aa F.+ ( Pip = ela | (oT) ~ (48) 
Se D Wey fe D =x 
sD eee a bee ea )r-n8,| -(S—T)=0 
up 8: D O=< 


lub przy r=r 


. D 


P= 


| (49) 
= (PS =e) .+(2- | F.—nP,| 
3 D D Gan 


_Mozna wykazaé (patrz Dodatek), ze przyblizona wartos¢ wyrazen znaj- 
_dujacych sie po obu stronach ro6wnosci (49) wynosi (S — T). 


6. PRZYKLADY OBLICZEN 


pA. Przyktad obliczen 
Bedy dane D=5, r=r=1. 7 (a) 


aia ll ama 


Be ‘ >i ie 
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1. Zestawienie rownania (42) © 


Da pen een | 
op. ipa neat pi SO Aa 
Dee a5 1 | 
| | | 
R= 2 =1,00109, R+1=2,09109, R—1=0,09109, . 
V25—4 . | 
209109 9 o4546, n= 0,09109 _ 9 go190, | 
2-23 EO EAR ats , 
Ley oeas 8 : 0,20833= a, 
Ol) ae ae ye ; SU," ——, 5 
i Moy heey D : 
1 1 
a= — =0,20869=f:,  Bs= = 0,20871=ap, 
5 0,20833 5 — 0,20869 
(do F,) a, =0,20869 , a2=0,04355, «2=0,00909, a2=0,00190, a2=0,00040, 


(do F,) Bs =0,20871 , 62=0,04356, :=0,00909, B2=0,00190, /2=0,00040 , 
(do F,) 8; =0,20833, 6:=0,04340, 6=0,00904, B;=0,00188, 6;=0,00039,, 


(do F,) a,=0,2, ai=0,04, a1=0,008,  aj=0,0016, a =0,00032 
~ Bs <9,90040, "™=0,00909, 2" —7™ ——o,00870, 
Ce D . D 
AP 900868, -~=0,2, SE == 0,19182, 
2 D T D 
om a.m 
— = 0,00190, hae eee 
a | A p 3977, 
r a 
T= — (m+1)=0,20909 , ——l1=— 0,96, 
D D 


S=1+pt+n=1,043856, S+T=1,25266, S—T=0,83447. 
Rownania (42) dla warunkoéw (a) przybieraja postaé | 
Q(— 0,0087 F,—0,19132 F,+0,83447— cos 0) + | 
+q'(— 0,03977 F,—0,96 F, —0,0019 F; —0,83447)=0, (G2) | 


wo= — (— 0,0087 F,—0,19132 F,+1,25266— cos #)+ 


+ 


no |} nv lO 


(—0,03977 F,—0,96 F, —0,0019 F, + 1,25266) . 


ese 
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2. Sprawdzenie I 
$=0,) Py hee Pe 1, 
F,=1+0,2+0,04+0,008+.... i195; 
F,=1+0,20871 +0,04356 + 0,00909 +.0,00190 +0,00040—1,2637, 
F,=1-+ 0,20833 + 0,04340 + 0,00904 +0,00190 +.0,00040=1,2631 , 
F,=F;=Fs, (467) 
1—(—0,0087 F,—0,19132 F,) = —(—0,03977 F,— 0,96 F, —0,0019F,,) = 1,25266, 
1+ 0,0087 - 1,2637 +.0,19132- 1.2631 =0,03977 - 1,2637 + 0,96 - 1,25 + 
: +0,0019 « 1,2637=1,25266, 
| 1+0,0110+0,2417=0,0527+1,2=1,2527. 
Sprawdzenie II 
$180", P| =P,=P,=..0=- 1. P= P, =P, = a 
F,=1—0,2+ 0,04 — 0,008+0,0016 — 0,0003 =0,8333, 
F,=1—0,20871 + 0,04356 — 0,00909 + 0,00190 — 0,0004—0,8273, 
F,=1—0,20833 + 0,04340 — 0,00909 + 0,00190—0,0004=0,8275, 
fo = Fe; (49). 
1+(—0,0087 F,—0,19132 F.)= —(—0,03977 F, —0,96F, —0,0019F,) =0,83477, 
1—.0,0087 - 0,8273 — 0,19132 - 0,8275 =0,03977 - 0,8273 +.0,96 - 0,8333 — 
| —0,0019 - 0,8273 =0,82477, 
1—0,0072—0,1583=0,0345 + 0,8=0,8345. 


3. Obliczenie kata 3 

Zaktadamy na przykltad Q=2q’. (b) 

Pierwsza seria obliczen ma charakter orientacyjny. Nie wiedzac zu- 
pelnie jaka wartosc kata ? odpowiada postawionym w (a) i (b) warunkom, . 
przyjmujemy na razie dowolna wartos¢é, np. ?=90°. Wartosci wielomia- 
now P znajdujemy z tablic, np. z tablic Jahncke i Emde ?. Ze wzgledu na 
przyblizony charakter obliczen orientacyjnych zamiast wzoru (43’) przy 
tych obliczeniach mozemy stosowa¢ skrécone réwnanie 


Q(—0,009 F,—0,191 F,+0,834— cos 9) 


+q(—0,04 F,;—0,96 F, — 0,002 F, — 0,834) =0 
lub 
— 0,018 F,— 0,382 F,+0,834—2 cos d— 0,04 F, —0,96 F,; —0,02 F;=0. 


3 Jahncke und Emde. Funktionentafeln. II wydanie niemieckie 1948. Wydanie 
rosyjskie 1949. 
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Obliczenie przedstawia sie nastepujaco 
9=90°F,=1—0,04-0,5+0,0016 - 0,375 =0,979, 
: F,=1—0,0436 - 0,5+0,0019 - 0,375 =0,979, 


F,=1—0,0434 - 0,5+0,0019 - 0,375 =0,979 , 
F, ~ F,~ F,, 0,834—0,442 F,—0,96 Fi—2 cos 0=0, 
A=0,834 — 0,442 + 0,979—0,96 - 0,979=0,834 — 0,433 —0,938= — 0,64. 


Gdyby % miato swoja wiasciwa wartos¢ (=r), to musialoby by¢ A=0. 
Fakt, ze w wyniku obliczenia otrzymalismy 40 jest jednoczeSsnie stwier- 
dzeniem niewlasciwego obioru #. Stwierdzamy przy tym, ze 

w przypadku gdy 4<0, to przyjeta zostala zbyt mata wartosé #, 


50 
3? ? A en 0, 9? 9 ) 


Pe Gl Za 7s ov. 


Przyjmujemy w dalszym ciagu nowe wartosci dla 0? obierajac je tak, aby 
zmniejszyé absolutna wartos¢ obliczonych 4; obliczenia prowadzimy 
dopéty, dopoki nie dojdziemy do takich wartosci + 4,i —A,, ktére mo- 
zemy poczytywac za dostatecznie mate. W rozwazanym przypadku za- 
trzymujemy sie na wartosciach 8=105° i @=103°30'. Mamy 
§=105°, cos105°=—cos75, 
P,=+0,2588, - P;=—0,3995, P,=0,3449, . P,=0,1434, ; 
¢ f= 1—0,2588- 0,2 —0,3995-0,04 +0,3449-0,008 +0,1434-0,0016, 
F,=1—0,2588 - 0,20833 — 0,3995 - 0,0434 + 0,3449 - 0,00904+ 0,1434-0,0019, 
F,=1—0,2588 - 0,20869 — 0,3995 - 0,0435 + 0,3449 - 0,00909 + 0,1434-0,0019, 
F,=0,9352, Fs=0,9316, F,=0,9314~F,~F,, 
A= 2(—0,0087 - 0.9314 — 0,19132 - 0,9316+ 0,83447 + 0,25882) 
— 0,03977 - 0,9314 — 0,96 - 0,9352 — 0,0019- 0,9314 —0,83447 =0,0427 , 
8=103°30',' cos 103°30'=—cos 76°30, 
P,=—0,2335. ° P,=—0,4182, P,=0,3183, P,=0,1835, 
F,=1—0,2335 - 0,2 —0,4182-0,04 +0,3183-0,008 +0,1835-0,0016, 
F,=1—0,2335 - 0,20833 — 0,4182- 0,0434+-0,3183 - 0,00904+ 0,1835 - 0,0019 , 
F,=1—0,2335 - 0,20869 — 0,4182 - 0,0435 + 0,3183 - 0,00909 + 0,1835 - 0,0019 , 
F, =0,9394, F,—0,9364, . F,=0,9363~F,~F,, * 
A=2(—0,0087 - 0,9363 — 0,19132 - 0,9364-+ 0,83447 + 0,23345) 
~ 0,03977 - 0,9363—0,96 - 0,9394 —0,0019 - 0,9363 —0,83447= —0,0141. 


ae ates : hi ener i 
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Wyniki naszych obliczen sq zatem 
przy 8=103°30', Aes —0,0141, 
O=105°, A=-+0,0427. 
Za pomoca interpolacji otrzymujemy 
8= 103°30'+ han 90= 103°52’. 
568 
B. Sprawdzenie tozsamoSci (28) i (29). 


Sprawdzenie algebraiczne tych tozsamosci jest bardzo zawiktlane. 
Ograniczymy sie tu do sprawdzenia arytmetycznego przy zalozeniach: — 


ert Dao, S01 ere = 1 D5, Pa 80- 
1. Zaktadajac #=0 w (28) znajdujemy 
rm OE, ae Bus aie - 
D(r—f2) Dir—6;) D-r D-—r-—-a D-r-—a 


Podstawiajac tu jeszcze r=r’ otrzymujemy tozsamosé 


1 
Ja 3 i p he n 
DO Dr etl ek DI eB Dae pe 
Przyjmujac r=1, D=5 i wykorzystujac wyniki punktu A, mamy 
0,0019 
0,04546 ins 1 cae 1 ni ,00 
oO 7ols 9°08 4 -~4..- 24-3, 7917 . 3.7918 
0,0115+0,25=0,25+ 0,0110+0,0005. 


2. Mamy 


Re eeP =*( SY aaa | pele ae 
ia tt  DND— 4 — a7 DT Bs 


00019 , 0,0417_ 1 0,04546 
0,7913° 0,7917, 5-+3,7917  5-3,7913 
0,0024 + 0,0528 = 0,0528+ 0,0024. 


7. WARTOSCI KATOW GRANICZNYCH PRZY DANYCH POTENCJALACH 


Obliczenia kat6w granicznych przeprowadzono dla jednakowych kul 
(r=r’). Dla stosunku 


é=— * (51) 
przyjeto wartosci 6= 3, 5, 10, 15, 20, 50. Dla stosunku potencjatéw obu kul 


15? 


TF ee) Ae Ce ee eh 
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x= be i : (52) 
|v" 


przyjete zostaly wartosci ~=1,5; 2; 3; 4: D. 
Przy bardzo wielkiej odlegtosci obu kul, dla ktorej usprawiedliwione 


jest zatozenie Miss otrzymujemy przyblizone wartosci 
. 


rT ' , i , 
p.=n=m=6,=p eB Bo=p=—i=n=0, F,=1. 


Po podstawieniu tych wartosci do (42) znajdujemy rdwnanie 


Q(1— cos #)—2q'=0, 


_z ktorego obliczamy 


cos 0= eet . (53) 


wt 


Wyrazenie powyzsze mozemy otrzymac bezposrednio przeprowadzajac 
nastepujace rozumowanie. 

Przy bardzo duzej odlegtosci D miedzy kulami mozemy przypuscic, 
ze rozktad gestosSci powierzchniowej o tadunku elektrycznego na po- 
wierzchni kuli K jest rownomierny. Wtedy catkowity strumien wycho- 
dzacy z kuli K wynosi Q=4ar’o, strumien zas przenikajacy czasze kulista 
odpowiadajaca katowi granicznemu #@ i majaca wysokos¢ h (por. rys. 1) 
jest q’=2arho. Wynika stad 


a poniewaz h=r (1—cos#), przeto otrzymuje sie tu znowu réwnanie (53) 


Dla x=0o z (42) otrzymuje sie réwnanie 


o 4 rte ~T\rtitptn— "(m+1)—cos9=0, (54) 
- D i D D 
za pomoca ktérego mozemy w zwykly sposdob obliczaé }®. Dla x=1 jest 
8=180° (por. rozdz. 5, sprawdzenie II). Dla d6=0o otrzymujemy 3=0; 
ta sama wartos¢ kata 0 wynika z (53) po podstawieniu x=~. 

Wyniki obliczen przedstawiono w tablicy 1 oraz na rys. 10 i 11. Szcze- 
golnie interesujace sa dane dla x =oco wskazujace na to, ze w zadnej kon- 
figuracji geometrycznej nie mozemy przez zwiekszenie x dowolnie zmniej- 


hei 
a} 

Sil 
a bi 


szyé wartosci kata granicznego. (Przypadek =co mozna osiagna¢ przez 


uziemienie kuli K’), 


ee 


Rys. 10. Wartosci katow granicznych 


w ukladzie dwéch kul przy danych Rys. 11. Wartogci kat6w granicznych w uktadzie _ 


potencjatach. dwéch kul przy danych potencjatach. 
Tablica 1 
Wartosei kat6w granicznych ? w ukladzie 2 kul przy danych potencjalach 
<e ~ | 
Cae 1 ia 2 3 Aer it Men oo 
oi) | 
3 180° 123°44’ 109°44’ 96°21’ 89°17’ 85°1' 66°50’ 
. 5 180° F280" — 108752" F588" go°16’ |. 73°45" |, 52°o! 
10 180° | 115°47’ | 98°6’ go°21’ | 71°14’ | 65°35’ | 36°49,’ 
15 180° LSr 37 | 95°21" Tieton 67°44’ 61s 38; 29°53! 
20 180° TORE REZ ey TH 41! 65°54’ 59°37’ 25°54’ 
3 50 180° 110°48’ 91°41’ 72°39 62°28’ 55°50’ 16°19’ 
i co |, 180° | 1o9%28" | 90° 70°32’ | 60° 53°80’ | 0 


8. KATY GRANICZNE NA KULI WYWOLANE PRZEZ LADUNEK PUNKTOWY 
W przypadku, gdy promien kuli K’ jest znacznie mniejszy od pro- 

mienia kuli K, w przyblizeniu mozemy zatozyé 
r’=0. (55) 


i 
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’ 
Us 
140° 5 ees 
eet 
120° a ‘i ca 
- + 3 75— 
100° Bee ass 
| i 23 
60° p P t f : 
aS 
60° — hae 
0° | + Sms] Ae ch 3 -— 4 


' SP eee male) 20 30 40 yoOP Guia 


¥ 
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Konsekwencjqa tego zatozenia jest 


1 
a;=0, Bis Paes Pa, p=Pp =0, 
Nite) 
Rae pw =O, ma0s Sally US =a sehr 
-Podstawiajac powyzsze wartosci do (42) otrzymujemy rownanie 
Q(1— cos 8)-+q/ Ee epee eee (57) 
ee q D2 é sf D ’ 


‘ za pomoca ktérego mozna oblicza¢ katy graniczne w rozwazanym przy- 
-padku. . 
Zaktadajac w (57) r=0 znajdujemy, ze wzgledu na Fi;=1, zaleznosé 
1—cos#=2 2 
; Q 
prowadzacqa do znanego juz zwigzku (53). Przyczyna tej zgodnosci jest 
_. oczywista. 

Skoro mamy ‘obecnie do czynienia z tadunkiem punktowym, trudno 
jest por6wnywaé ze soba potencjaty V i V’ (potencjat V’ jest nieokre- 
Slony) lub proporcjonalne do nich wielkosci q’ i Q. Jako wielkosci odnie- 
sienia musimy w rozwazanym przypadku przyjac catkowite tadunki na 
K i K’. Wynosza one (patrz [A 95 i 96]) 


H=Q+—4) H'=q. (58) 


Oznaczajac stosunek tych wielkosci przez x 


= (59) 


H’ 


znajdujemy z (57) rownanie stuzace do obliczania 3 


BaP Wg eRe EG peru fn ee 
(: alt cos #) (1 =| (Grau) aoe 0. (60) 


Dla y¥=1 (oba tadunki jednakowe) réwnanie (60) powinno byé spelnione 
przez ¥=180°, Istotnie, mamy w tym przypadku 


led ke P,=+1, P,=—1; PIAS 
zatem 
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Z drugiej strony z (60) wynika 


a= (F ta)r + 
D 


co daje zgodny wynik. 


D 
W przypadku gdy —-—>oo, to P,->1; z réwnania (60) wynika wéwezas 
r 


PAE a fae 


ezyli zwiazek analogiczny do (53). 


Katy graniczne w polu elektrostatycznym 


Zaktadajac w (60) y © otrzymujemy 3?—0. 


~Wartosci katow %? w rozwazanym: przypadku podane zostaly w _ ta- 


blicy 2 i przedstawione na rys: 12 2°33. 


Skala dla S=c0o 


jd es or lO es oa Skala dla d=10 
ie bd Havel 
180° Fy 9 eal ai ae, 


Skala dla d=3 


Skala dla 6=5 


1 2 3 4 DX 


Rys. 12. Wartosci kat6w granicznych w uktadzie 
tadunek punktowy — kula (przy danych tadun- 
kKach). 


Rys. 13. Wartosci 


katow granicznych 
w uktadzie tadunek punktowy — kula’ 
(przy danych tadunkach). 
Tablica 2 
Wartosci kat6w granicznych w ukladzie: ladunek punktowy — kula 


Bie 1 1,5 2 3 4 5 oo 
3 180° | 104°15’ | 85°18" | 67°6' 57°24’ | © 50°22" 0 
5 180° | 107°31’ | 88°18’ | 69°21’ | 59°8’ 52°30’ 0 
10 180° “| -108°58’ | 89°32’ | 70°15’ | 59°48") 52°59" 0 
oo 180° | 109°28' | 90° 70°32’ | 60° 53°8' 0 


Sith iat a eh aa a, SRG ROE Lic NINN AA ad) gl NL ri tra 9 ass ff 


% a A Se ee heoeat pee . Blektrot._ || 


Widzimy, ze przy zwiekszaniu fadunku kuli K (i przy statym 4) armies 
sza sie kat graniczny #; # zmniejsza sie rowniez przy zmniejszaniu odle- -|| 
glosci 6 i zachowaniu stalych tadunkéw na K i K’. 

9. KATY GRANICZNE PRZY DANYCH LADUNKACH 


W celu uproszczenia obliczen wprowadzamy nastepujace oznaczenia: 


a SS'—TT'=U. (64) 


Cee ae F,+ be 2 )F. cos 0= Ape, (62) 
T D T D 

i (2 ~P) Ft rey (2 )F—n F;=Bo ‘ (63) 
2 D 

B 


Rownania (42) i (43) przybieraja wtedy postac 
A=Q(As+ S—T)+q(Bo—S'+T)=0, (65) 


ae yo= = (As en) aS (66) 

ae Otrzymane na podstawie (21) i (22) wartosci 

( SsH-tH "on rn 7 
C= a, Se ee 67 

SS’ —TT : Ss’ tT" eo 

’ podstawiamy do (65) oraz (66) i znajdujemy réwnanie do obliczania kata? 

ie 

pi A=H(S'As—TBo+U)—H'(T’As—SBs+U)=0 (68) 

oraz rownanie do obliczania strumienia 

7 yo tL (S'Ap—TBs)+ = (SBs—T'As) b+) (69) 

a 1 Nee oO o Tae Dad 0 apis . 

. 2U 2U 2 


Re Metody sprawdzania powyzszych ro6wnan sa analogiczne do metod przed- 
e stawionych w rozdz. 5. 


Sprawdzenie I. 
fe Dla =0 musi byé pyo-o=0. Wynikaja stad warunki 


i TBs-»>—S As-»=T As-p>—SBo-p=U (70) 
) | albo przy r=r’ 


Asp =Bo-p=S+T. (71) | 
Sprawdzenie II. | 


Dla =x musi byé yo-.=H=H'. Wynika stad warunek | 


Ao(S'-T’')+ Bo(S—T)=0 (72) 


460° 


140° 


400° 
g0° 


60° 


50° 


Rys. 14. Wartosci kat6éw  granicznych Rys. 15. Wartosci kat6w granicznych w ukta- 


‘w uktadzie dwéch kul o danych tadun- dzie dwoch kul o danych ladunkach niejedna- 


SORES aR aot A aaa hptiss “ ; 1 ; 
% eo Be ei, oy : e 


ye 
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albo przy r=r 
As=.=—Bo-.~S—T — (por. rozdz. 5). (73) 
Na podstawie powyzszych wzoréw obliczone zostaly katy graniczne dla 


rozmaitych wartosci parametréw 6 i x. Obliczenia wykonano za pomocg 


metody przedstawionej juz w rozdz. 6, jednakze tutaj rachunki sa znacznie 
dtuzsze. 


‘Wyniki obliczen przedstawione sa w tablicy 3 oraz na rys. 14 i 15. 


56° 44 4} ' 
53° Ei 
52° 
50° 
1 2 3 4 5 x HE BES 10 15>) 20°! 950. Ala es 


kach niejednakowych znakow. kowych znakow. 


Szcezegolnie interesujacy jest tu fakt, ze przy bardzo duzych odlegto- 
Sciach obu kul, katy ? daza do okreSlonej granicy (patrz wzor 61). Cie- 
kawe jest rowniez poréwnanie rys. 15 z rys. 11. Z poré6wnania wynika, ze 
przebieg zmiany katow granicznych przy stalych potencjatach wykazuje 
tendencje opadajaca, podcezas gdy przebieg zmiany kat6w granicznych 
przy statych tadunkach ma tendencje wzrastajaca (to samo zjawisko 
obserwowalismy w rozdz. 8 przy tadunkach punktowych). 
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: Tablica 3 
Wartosci kat6w granicznych ? w ukladzie dwoéch kul przy danych ladunkach 


eae 1 1,5 2 KS 4 5 Moo 
3 180° 103°32’ | 85°40’ | 66°43’ | 56°21’ | 49°59’ 0 
5 180° 107°28' | 88°35’ | 69°19" 59°4’ 52°24’ \| 0 
10 180° 108°56' | 89°26’ He 59°47’ | 52°58’ 0 
‘ 15 180° 109°15' | 89°49’ | 70°23’ | 59°56’ | 53°4’ 0 
20 180° 109°21’ | 9°54’ | 70°26’ | 59°58’ | 53°6" 0 
50 180° 109°27" | 89°59’ | 70°31’ | 60° 53°8' 0 
: oo 180° 109°28' | 90° 70°32 |-s60° 53°8' 0 


Z fizyeznego. znaczenia kata granicznego wynika, ze dla y=oco musi 
byc #=0. Dla tego przypadku na podstawie wzoru (68) otrzymuje sie 


.S As—-TBs+U=0. 


Jak widaé z tozsamosci (70) rownos¢ powyzsza jest spelniona przy ?=0. 


10. OCENA BLEDOW STOSOWANEJ METODY 


Przedstawiona w pracy metoda jest metoda przyblizona. Przyblizenie 
uwarunkowane jest tym, ze: 

1. Rzeczywista sume tadunkéw w przestrzeniach kulistych K’ i K 
przedstawiamy za pomoca przyblizonych wyrazen S, T, S’, T’. 

2. Nieskonczony ciag tadunkéw wewnatrz przestrzeni K’ lub K zaste- 
pujemy przez 5 tadunkéw (patrz wyzej rozdz. 4 i rys. 7), przy czym. 
4 tadunki maja wartosci wyznaczone teoretycznie, piaty zaS tadunek ma 
charakter tadunku zastepezego; wartos¢ jego réwna sie réznicy miedzy 
tacznym tadunkiem calej kuli i suma pierwszych 4 tadunkéw uzytych 
do obliczenia. Poza tym pierwsze 4 ltadunki znajduja sie — przy przed- 
stawionym sposobie obliczenia — w miejscach wyznaczonych przez teorie. 
Przyjmuje sie jednakze, ze suma pozostalych tadunkéw (tj. wspomniany 
wyzej tadunek zastepcezy) wystepuje tacznie w miejscu, ktdére teoria okre- 
Sla tylko dla piatego tadunku. 

Dwa powyzsze przyblizenia sq zrdditem bledéw. Trzecie zrédto bledéw 
mozna by upatrywa¢ w rdéwnaniu (32), ktorego rozwiazanie z natury 
rzeczy moze by¢ tylko przyblizone. 


Sa ey ee a a 


\ . 
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Gorna granice bledu popelnianego przez przyblizenie 1. mozna latwo 
ustali¢; zrobimy to nizej. O wiele trudniejsze jest stwierdzenie, jaka jest — 
doktadnos¢ przy zastosowaniu przyblizenia 2. Ocene popelinianego tu 
biedu dokonamy przez przeprowadzenie Scistego obliczenia w pewnym 
przypadku charakterystycznym, co pozwoli wyciagnaé wnioski ogélniej- 
sze. Nie bedziemy natomiast rozwazali wplywu trzeciego zrédta bledéw, 
poniewaz teoretycznie jesteSsmy w stanie rozwiaza¢ rdwnanie (32) z do- 
wolna zadana z gory doktadnoscia. 

Obliczenie btedu popetnionego przy przyblize- 
1 at ie 

Obliczenie to opieramy na wywodach z [A rozdz. 7—G i H]. Rzeczy- 
wista wartos¢ stosunku wynosi wedtug [A 72] : 


Qn+1 


n 


=2(1—Bgn), (74) 


przy czym n=2,3... i Ben jest funkcja n. Wszystkie Bon sa liczbami do- 
datnimi. W ciagu Bg2,Bo3... najwieksza wartosé Bgomax ma wyrazenie 
Boz. Zatézmy, ze blad rachunku jest wiekszy niz popelniany rzeczywiscie 
i przyjmijmy, ze stosujemy wzor rekurencyjny 


Pett = 71 — Beha =F 1 a1 ,2, 3-55, (75) 
gdzie ee 
pS Ste hee ea a (76) 
2rr ) 2rr 
por. [A 51]. 


Ciag tadunkéw Q, Qi jest 
Q,Q:=Qp , Q , Q3=Qié’, Qa=Qis®... Qn=QiE"™. .. 
Zamiast Scistej] wartosci (wynikajacej z [A 38] i [A 52]) 
ai=q—, (77) 
gdzie 


onan fee gee Sa } (78) 
a ene rr’ 


przy obliczaniu sumy S przyjmujemy wartos¢ przyblizona 
Q2=Qi22» (79) 
popeiniajac przy tym blad dodatkowy 
Q: —Q2=Q6e , (80) 
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Dla fg z odnogsnych wzoréw w przypadku r=r’ otrzymujemy wyrazenie 


1 1 1 Ve\ | 
Np egg oo 81 
Po nel rae TS 3 fe | 2 (ey) 


Obliczajac wartosé Bg dla rozmaitych wartosci 6, znajdujemy 


Caen 3 | 4 5 
Ba | 0,00006 | 0,000002 | 0,0000... | 


Widaé stad, ze przyjmujac wartos¢ Q, zamiast Q} popeiniamy biad bardzo 
maly. Wielkos¢ fg jest dodatnia, a zatem 


Q, > Q> 


_ Rozwazmy teraz trzy szeregi: szereg Scisty QS* odpowiadajacy rzeczy- 


wistemu tadunkowi kuli K 


QS*=Q+2,+0:+ YIQ2] [A—Bawl, — (82) 
: n=2 k=1 
szereg QS’ otrzymany z QS* przez zamiane Bex na Bg max 
QS'=Q+Q,+Q2 + )'Q,22(1— Ba max)"= (83) 
n=2 


=Q+Q,+Q,2,+Q8o+Q, )'22(1 — Be max)"= 
n=2 

Q: 
i z,(1 — Bo max) 


=Q+ QBbo +Q22,Be max 


oraz szereg QS stosowany przy obliczeniach 


QS=Q+Q, S gtr Neier ee tee) (84) 
Ona ieee a 
n=1 
Stwierdzamy przy tym, ze 
S’<S*<S+ Be. (85) 


Rzeczywisty blad wzgledny popetniany przy stosowaniu S zamiast S*, 
oznaczamy przez 


gS Tae 
nie 


: (86) 


Mamy teraz 
— Sx sy 
S Ss 


(87) 


sk 
8 Te 


nik ~ “ Ye, aha eee Be 
A ie ; Fa co Sahn, 


‘ . Wa een ast Pe: eet pias ae i ae ea Mee Prt f ta oe rian : Laan i ae) \e ss ; i * une t be Ny 
3 “s sii Oh aaa, {3 ak 
i, =" * => » . z. 4 | sy I 
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Dia s’ znajdujemy wyrazenie 


1 1 
, ; ee es Tne Bla) 
s=p r ; (88) 
eee 
gdzie (w przypadku r=r’) Bag 
2 


Podstawiajac powyzsze wyrazenia znajdujemy, ze gorny kres s’ bledu s 
jest liczba nadzwyczaj mala, mianowicie: 


3 3 4 aks 
p 0,125 0.06667 —0,04167 : 
2, 0.145899 0,071797 | 0,043561 
'S 1,14635 | 1,07183 | 1,043568 
lneos' 56, | 0,000003 0,000... | 0,000... 
Weary 00000026 | 0,000... | 0,000... 


W pcdobny sposdb mozna obliczy¢ gérny kres bledu wyrazenia T. 
Rzeczywiste ladunki w przestrzeni K* tworza ciag 


Gy >% 593 > 95 95--+5 


ktorego sume wyrazOw mozna przedstawi¢ w postaci 


\ oo n 
T*=9,+9,+43+ S"[q,2,"] [U-Byd]- (90) 
4 n=3 k=4 
_ Z [A 38 i A 59] wynika, ze 
i Q Q Q | 
| $a gy (91) 
E ET EAS shoes ee Sale ae 
Przy obliczaniu sumy T wyraz q; zastepujemy przez 
4 = 
93= :22= (92) 
-. : 6k 
-— iw wyniku : 
fi Q [22 
ng —g?*= — | — — pes Q (93) 
4 MC acetal © ke? ] Pa 
d Po podstawieniu wartosci liczbowych znajdujemy 

| é 3 4 5 . 

| B, Sl Om 25-108 | 2:1078 | 
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Rozwazmy takze szereg 


QT’ =q,+a,+43+ S27 (1—By max)” * rece! 
n=3 
w ktorym zgodnie z [A str. 89] zakladamy 
Bg max = 25 . (95) 


Szereg ten mozemy napisa¢ jako 


QT =4,+9,+9,~Fa@ +9, 28-1 Boma)” 1 = 
n=3 
Qe : 
1 94594) — Bg imax) 
Do obliczen uzywamy trzeciego szeregu | 


=q,—BqQ+q222Bg max + 


QT =4,+4, 44%, +42+-.-=4t+—%. (96) 
Mamy tu 1—2z, 
Pe PT TAB, (97) 
blad zaS wzgledny t wynosi 
_T* 7 
t= fe eG poe =t. (98) 
Tr - 
W celu obliczenia gérnego kresu t’ bledu znajdujemy 
; m 
T-T= : | ! Z.Bg max | +e. 
dk M45 iis 2,0) — Boimaxt : 


Ze wzgledu na nadzwyczaj mala wartos¢ Bgmax czynnik znajdujacy sie 
w nawiasie kwadratowym bardzo mato rézni sie od zera (ma on wartos¢ 
dodatnia), wobec tego mozemy w przyblizeniu zatozy¢ 
T= TOS Gas / (99) 
Korzystajac z tablicy [A str. 102] znajdujemy 


5 | aes 4 | 5 


raf | 0,000008 | 0,000001 | 0,0000001 


Jak widaé z powyzszych obliczen wartosci s’ i t’ sq nadzwyczaj mate; 
wynika stad, ze wartosci wspdtezynnikow obliczane za pomoca wzordw 
(84) i (96), sq bardzo doktadne* (mozna powiedzie¢é: zadziwiajaco doktadne). 


4 Przy obliczeniach praktyeznych doktadnos¢ powyzszych wzorow jest zazwyczaj 
znacznie mniejsza ze wzgledu na koniecznosé ograniczenia rachunku do niewielkiej | 
liczby znakéw dziesietnych oraz wskutek korzystania z tablic funkcji hiperbolicznych | 
0 ograniczonej doktadnosci; jednak i tu stosunkowo tatwo dla s’ i t’ mozna osiagna¢ 
wartosci 0,0001. 


steht, iit? 


Wartosci a 


Tom V — 1956 


~ 


239 


Katy graniczne w polu elektrostatycznym 


Obliczenie bledu popetnionego przy przyblizeniu 2. 

W celu oceny biedu wprowadzonego przez opisane wyzej przyblizenie 
drugie przeprowadzimy raz jeszcze obliczenie kata granicznego w naj- 
niekorzystniejszych warunkach przy zalozeniu okresglonego stopnia do- 
ktadnosci obliczenia. Najmniej korzystnym ukladem (tzn. prowadzacym 


do stosunkowo najwiekszych biedow) jest uktad, w ktorym Dy (za- 
r 


ktadamy, ze r=r’). Obliczenie przeprowadzimy tak, aby w granicach 
pieciu znakéw po przecinku otrzymaé doktadne wyniki. 

W celu speinienia ostatniego warunku bedziemy musieli (jak wyka- 
zemy nizej) uwzgledni¢ nie jak dotychczas 10 tadunkéw punktowych 
(5 wewnatrz przestrzeni K’ i 5 — wewnatrz K), lecz 18 tadunkéw punkto- 
wych (9 wewnatrz przestrzeni K’ i 9 — wewnatrz K). Przyjmujac te same 
oznaczenia co poprzednio mozemy wykonaé nastepujace zestawienie: 


Punkt we- Punkt we- 
5 legtos¢ Odlegiosé 
wnatrz K’, | Odlegtos¢ : /* lownatrz KK, (eo 
w ktorym |tego punktu Wielkos¢ | \, ktorym | tego punktu gece 
umieszezo- | 0d Srodka eo umieszczo- | od Srodka ane uM 
ree M’ kuli_ K’ | Punktowego ny jest M kuli K | PUnktowego 
tadunek tadunek 
mM’ 0 —q M 0 Q 
- E =a B, p @ 
A, a, wel oF B, B, e; 
Aa Mle ~ B, B, Q, 
A, a, — Bs B, Q> | 
A; a3 —q3 B; Bs Q; 
A, a, —q3 B Ee Q; 
Ay ay = B, B, Q, 
A, a, Soh By By Q, 
Podobnie jak we wzorach (23) i (24) mamy tu 
aj Pp, ol a=, (100) 


tn Pn» @n»@%q>In i g,0bliczymy nie positkujac sie przyblizeniem, 
lecz Scistymi wzorami [A 38]; w celu latwego przedstawienia rezultatow 
tych obliczen wprowadzimy nastepujace oznaczenia: 
6?—1 =C,, 
6° ay 26 ce Cc, ) 
64— 30? + 1 =C, ’ 


(101) 


P48 + 30> | 
65 +681 = Cy, 


67—605+100°—48  — =C,, 
6° 765+ 15d4— 108+ 1=Cy. 


_ Mozemy teraz napisaé | 
pes | 1 j Q , q ' | 
a4=—, Sane Q=—,; 
A goth 7 tee kat a ke 2 
ie ) ' q Q : 
On ee y Qa eas Q ae eas 
: : C, ‘ C, : Ce ; 
GC; Q ; q | 
Qa = aineatny all 8) she eae 5 Q Sap t 
Ae ar pers a a eee || 
"| 
pee peg Q ; 
Co ts 10 eens) Q=——. (102) 4 
ee ce Cy 
, i 
Ss Q ; 
dg=—, Osea as bet, { 
Cs Cc, C; _— 4 
q Oe =? ; . 
a=, go, a=", 
6 


~ 


- 


| 
Clea 


Q 


2) 


1. = 8, =0,33333 g: =0,33333 Q Q, =0,33333 q/ | 
i 2. a, =B,=0,37500| q,=0,12500 q’ Q, =0,12500 Q 

ys ; ! 3. a,=f,=0,38095| q,=0,04762 Q@ | ©) =0,04762 q’ Bee | 

i aks 4, a,=$,=0,38182| q,=0,01818 q’ | @,=0.01818Q |. | 

‘ | 5. a,=B,=0,38194| q,—0,00694 Q Q',=0,00694 q’ | » | 

| 6. a,=B,=0,38196| q,=0,00265 q! Q,=0,00265 Q of 

| as 7. a,—B,=0,38197| q,=0,00101. @ | @,=0,00101 a’ | 
Be 8. a,—B,—0,38197| ,=0,00039 g’ | @,=0,00039 Q » 4 
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Obliczajac a, ia), dla n>4 stwierdzamy, ze odnogne wartogci minimalnie 
tylko przekraczaja wartos¢ a,. Mozemy zatem, rozwazajac tylko 5 znakow 
dziesietnych, przyja¢ 

a, =a,,=0,38197 . 


n 
Wynika stad, ze wszystkie ladunkiq,, ,q,,@,,Q)z indeksem n wiekszym 
od 4 mozemy umiejscowi¢ w punktach A, lub B,. Ladunki te sa wyrazami 
malejacego postepu geometrycznego o mnozniku 0,1459=0,38197 2. Suma 
tadunkéw pochodzacych od Q i poltozonych wewnatrz K wynosi zatem 


Q(1+0, 125+ 0,01818+ 0,00265 +0,00039 mrad iy = 
1—0,1459 
= Q(1 + 0,125+ 0,01818+ 0,00265 + 0,00046) = 1,14629 Q. 


W podobny sposdb znajdujemy sume tadunkéw pochodzacych od Q 
i potozonych ek tei ne 


Q (0, 33333 + 0,04762 + 0,00694+0,00101 STA a 
1—0,1459 
= Q(0,33333 + 0,04762 + 0,00694 + 0,00118)=0,38907 Q. 


Wynika stad, ze w celu uwzglednienia tadunkéw z indeksami wiekszymi 
od 4 musimy skorygowaé dwa dolne wiersze ostatniej tablicy. Przybieraja 
one postac: 


7 | a,=B,=0,38197 |__4,=0,00118 Q | Q',=0,00118 q’ 
8 | a,=f,=0,38197 | q,=0,00046q' | 


Q,=0,00046Q | 


Dla poroéwnania podajemy podobna tablice, kt6ra w rozdz. 68 stu- 
zyta do obliczania kat6w granicznych przy 6=3. 


| a,=B,=0,33333 | g,=0,33333 Q Q’, =0,33333 q! 
| a =B,=0,37500 | gi =0,12500 q' Q, =0,12500 Q 
a,=f,=0,38095 | g,=0,05576Q | @,=0,05576 q’ 
a, =,=0,38192 | g,=0,02135 q' Q, =0,02135 Q 


Sumy tadunkéw wynosily tu 0,38909 Q i 1,14635 Q.° 

Musimy zestawié obecnie réwnania analogiczne do (26+38), ale do- 
stosowane do 18 ladunkéw zastepcezych. W celu uproszczenia ich wprowa- 
dzamy nastepujace skroty: 


5 Na zasadzie rozwazan w punkcie 1 nalezy sadzi¢, ze liczba ta jest blizsza rze- 
ezywistosci niz liczba 1,14629 otrzymana z rachunku doktadniejszego. 
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Da eg. ht Oe ae 
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my ols een eeQ 
—=— =Ki, —=— =k, “— ==, (103) 
Qe q Q 4g q 


Rownanie odpowiadajace rdwnaniu (26) jest obecnie 


4 . 
y, —9 | -( Pate” —1}-+4(1— eos 8)+ ) [le ile 
2 | Om — | Qui 
i= 


Dota reas eg ners B-7C0s 0 ) 
—K; ~~; 1)+ Kix Th Kee +, +1}]}7. 


Cai Opi Opi ! 
- Zamiast zaleznosci (27) znajdujemy (104) 
4 
" fe ee fe tee es 1 Lae 
4né pip@arin. % — Ou 0.4 On, mf 4ner 


Wspoiczynnik x moze by¢ obrany dowolnie. Wynikaja stad zatem dwie 
zaleznosci odpowiadajace r6wnosciom (28) i (29) 


; 4 4 
4 
em eetiody Sema b =0, cer oe =0. (106) 
Cu ray Ca On, aes Qui Opi: iy 


Uwzgledniajac te zwiazki znajdujemy rownanie odpowiadajace rowna- 
niom (30) i (31) 


q D : D—a, eas 
as, See ae wos eee kix Retr kr 


Ou Oni On 


i=l ; (107) 


Bee ae, ey oe 
+ Kix — +ki — +kix+KitKix+ki}|=q [1+ » (kix+K,y)]. 
Oni Opi i=1 
Nastepnie otrzymujemy rodwnanie stuzace do obliczenia kata # (odpowied- 
nik réwnania 32) 


, 


q D D—a, D—a : 
Peele reetvcdlan Ys ( =x ~—K; Like t+ 
Ly? Ou owe 


i=1 


(108) 


+ ki if =k Ki + Kye ki) =. 
Ca 
Sprawdzimy wartosci kat6w #, obliczonych poprzednio metoda przybli- 
zona (patrz tablica 1) w trzech przypadkach 
a) gq =0, 0=66°50', 
b). Q=1,5q, . =123°44, 
ey Oa. 9=180°. 


/ 
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Obliczenia wykonamy bezposrednio nie stosujac wielomianow Legendre’a. 
Rachunki sa przy tym wprawdzie znacznie zawilsze i dtuzsze, ale za to 
nie wprowadza sie do nich z@nych dodatkowych, upraszczajacych zato-— 
zen. Wyciagi, z ulozonych w mie tablicy obliczen, podano na koncu 
pracy. 

Przypadek a. Podstawiajac q’=0(*=0o) do rdwnania (108) znaj- 


dujemy 
RG cds FE ; e St ee ke+K,| 2 DETER 
He 2, Oui 
v4 ; 


Opi 
Podstawiamy tu cos ?=0,393407. Po wykonaniu obliczen znajdujemy za- 
miast A42=0 (jak byé powinno) wartosé 
A=-+0,00025 . 


Jak wynika z obliczen, wartos¢ 4=0,0190 odpowiada w tym miejscu 
roznicy kat6w # wynoszacej 1°. Podana w tablicy 1 wartoSsé # =66°50’ 
rozni sie zatem od wartosci prawdziwej (przy zastosowaniu wyzej podancy 
doktadnosci obliczenia) o niecalag minute katowa. 


Przypadek b. Podstawowy wzor jest w tym przypadku 


1:5 Fi ——¢, eae 
A=0,25 — —- — 0,75 cos 6+ — SU cee shag = erate 
Ou i=1 Ou Cai 
(110) 
ea eye 
a yt ct Ke ary a kil}. 
Oni Cy 2 2 
Podstawiajac tu cos?=— 0,55532&6 po dokonaniu obliczen znajdujemy 


A= —0,0099. 


W okolicy tego punktu roznica kata ? 0 1° wywoluje zmiane 4 o 0,0528. 
Blad podanej w tablicy 1 wartoSci #=123°44° wynosi tu zatem +11’. 


Przypadek c. Mamy cos?=~—1 i podstawowy wzor jest zatem | 


1 1 1 ; 
We oes 1S lk iran ean glen eel (111) 


skad wynika 


A=0,0002. 


to znaczy, ze odchylenie rezultatu obliczenia od wiaSciwej wartosci kata 
jest minimalnie mate. 


| 
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Z, obliczen wynika, ze liczby podane w tablicy 1 dla 6=3 nieznacznie 
odbiegaja od wartosci odnosnych katéw, obliczonych odmienna metoda 
i z wiekszqa dokladnoécia. Po uwzglednieniu.obliczonych korekcji pierwszy 
wiersz tablicy 1 bedzie 


wal | 18 pa 


5 | oO | 
o=180° | 123°55' | rane | 96°27’ | 89°22" 


85°5' | 66°49" | 


W przypadku 6=4 wartosci korekcji sa jeszcze znacznie mniejsze; przy 
6>4,w granicach podanej doktadnosci korekcje r6wnaja sie zeru. 


Wyciag z obliczenia w przypadku a. rozdz. 10/2 


“] sa: ] j } Bi 
i G; Cai k; —— k. B; Bi K; ae 2 


0,38095 2,4080 0,04762 | 0,05179 | 0,38182 | 0,91944 | 0,01818 | 0,00755 | 
0,00694 | 0,00755 | 0,38196 | 0,91943 | 0,00265 | 0,00110 
0,38197 2,4071 0,00118 | 0,00128 | 0,38197 | 0,91943 | 0,00046 | 0,0019 


Pwd 
—) 
w 
(oe) 
—_ 
eo} 
rss 
& 
iN 
oO 
«J 
_ 


| 
0,33333 2,4521 0,33333 | 0,36250 | 0,3750 Fos 0,12500 | 0,05098 


0,38907 0,42312 0,14629 0,05982 


Wyciag z obliczenia w przypadku b. rozdz. 10/2 


(aie Pe Pace dain eee | 
i Cai 11,5 | Tn Hy | Aik; Uwaga | 
| oe | Cire tant | | 
1 | 3,3276 | 1,20207 | 1,2171 | 0,27387 | 0,92820 | 0,30940 ; : 
2 | 3,2815 | 1,19719 1,2523 | 0,30420 | 0,89299 | 0,04252 | 1,’ _15 sen Bi | 
3 | 3,2805 | 1,19709 | 1,2530 | 0,30484 | 0,89225 | 0,00619 ae eats et 
4 | 3,2805 | 1,19707 | 1,2530 | 0,30484 | 0,89223 | 0,00105 Se 
I J { 
0,35916 
; ' f 3G. * : | 
i Gai . Opi 1,5 — Pia en EG Uwaga 
| | Gai opi | 
1 | 3,2873 | .0,79853 | 1,2478 | 0,45081 | 0.34772 | 0,04346 : 
2 | 3,2807 | 0,79806 | 1,2529 | 0,45712 | 0,34094 | 0,00620, 5, _ vee. Bi 
3 | 3,2805 | 0,79806 | 1,2530 | 0,45726 | 0,34082 | 000090! ~' oo. 
4 | 3,2805 | 0,79806 | 1,2531 | 0.45723 | 0,34083 | 0,00016 ce “ 


0,05072 


aS ee 
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Wyciag z obliczenia w przypadku c. rozdz. 10/2 


| 


\ : K; | k; K; k; 
2A eee patel ue See 
1+8; 1+6; 4—a; 4—a, 

1 0,09091 0,25000 0,03448 0,09091 
2 0,01276 0,03448 0,00502 0,01316 
3 0,00192 0,00502 0,00073 0,00192 
4 0,00033 0,00085 | 0,00013 0,00033 

0,10592 0,29035 : 0,04036 0,10632 


11. ZAKONCZENIE 


Krzywe na rys. 10—15 i odnoSne tablice moga stuzyé nie tylko do obli- 
czania katow granicznych przy danych potencjatach lub tadunkach, ale 
rowniez i do stwierdzenia, jak sie zmienia kat # przy zmianie potencjatow, 
Jadunkow lub odlegtosci obu kul. Tak wiec rozwazajac tylko najprostsze 
procesy tego rodzaju ustalamy co nastepuje: 


AL} 


W uktadzie dwoch jednakowych kul 
Przy zachowaniu statej odlegtosci miedzy kulami (lub przy zacho- 
waniu niezmiennej wartosci parametru 06) i przy zwiekszaniu sto- 
sunku x potencjalow obu kul 


kat # maleje. 


Jezeli x nieograniczenie wzrasta, to kat ?dazy do okreSlonej granicy. 
Przy zachowaniu state] odlegtosci miedzy kulami (lub przy zacho- 
waniu stale] wartosci 6)i przy zwiekszaniu stosunku y tadunkow | 
obu kul 

, kat ? maleje. 


Jezeli y wzrasta nieograniczenie, to kat @ dazy do zera. 
Przy zachowaniu stalego stosunku x potencjal6w obu kul i przy 
zwiekszaniu odlegtosci miedzy kulami (lub przy zwiekszaniu war- 
toSci parametru 0) 

kat # maleje. 


Jezeli 6 dazy do o, to # dazy do okreSlonej granicy. 
Przy zachowaniu statego stosunku x ladunkow i przy zwiekszaniu 
odlegtosci miedzy kulami (lub przy zwiekszaniu wartoSsci para- 
metru 0) 

kat ? rosnie. 


Jezeli 6 dazy do ©, to # dazy do okreslonej granicy. 
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~W uktadzie tadunek punktowy — kula 


D. Przy zachowaniu state] odleglosci miedzy tadunkiem punktowym 
- ikulg (lub przy stalym 6) oraz przy zwiekszaniu stosunku x tadunkow 


kat 0 maleje. 


ia Jezeli y wzrasta nieograniczenie, to kat #@ dazy do zera. | 
_E. Przy zachowaniu statego stosunku 7 ladunkéw i przy zwieksza- i 
niu odlegtosci miedzy tadunkiem punktowym i kula i} 


kat ? roSnie. 


Jezeli odlegtos¢ wzrasta nieograniczenie, to kat ? dazy do okreslo- 
nej granicy. 


hi Obliczenia kat6w granicznych maja w pierwszym rzedzie znaczenie 
_ teoretyezne: 

1. pogtebiaja nasze wiadomosci o strukturze pola elektrostatycznego; 

2. ulatwiaja wyznaczenie graficzne obrazu pola; 

3. daja sie bezposrednio przenies¢ na pole przeptywowe pradu elek- 
trycznego. 


Dodatek (do wzoru 49) 


W przypadku =a dla r=r’ mamy 


2 
¢ 
sea Pay Pa Deas tae 
ek T+ By 
grt st 
+ 2 
Fete o et y=, 
Poa r+ B, 
) tak ze mozemy napisaé 
A,_.= ies = ae a (" es 0 F,— cos 8 
Pitas D T D jo=x 


_ Dpxn—r’m | DBip—1* 
D(r+8,) D(r+8,) 


Przyrownujac powyzsze wyrazenie do S—T=1+pt+n— 7 (m+ 1) znaj- 
 dujemy tozsamos¢ D 
Dn— p.m | med Shee oR 
r+ By r+B, 


Z zaleznosci (11) i (16) wynika, ze Dp=6,; poza tym mozemy dalej 
napisa¢ 


Dn~ Bm, 


ae 
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gdyz na zasadzie (13) i (16) wynikatoby stad 


2 E 
per bY ce eae gince.2 
2 D*kp—?? 2k 
albo przy zastosowaniu (51) 
1 
easing 2 Ean (a) 
fuss 
Prawa strone rOwnosci (a) mozemy przedstawic w postaci 
rae : 
52 cag oy, ey eee ey 2 Meech t. Siyel ete 
o—1 1—1/6? OR POPs Ty 


Lewa strone rOwnoSci (a) mozemy napisa¢ na podstawie (12) 


R+1_D+yD?—4r? _ D?—2r°+D/D*—4r? _ 


R=1 .D—yD?—4r Qr? 
1 ee ay dee ee MN 
= i Te 1 Sos ra ea 
2 ey. 02 62 648 


Widaé stad, ze rdznica miedzy obydwoma wyrazeniami przyblizonej 
rownosci (a) wynosi 


Blad wzgledny b, ktory popelniamy piszac te r6wnosé, wynosi zatem 


cus ce OMEN ore Ai aa ca age 


ee = es 
b 1,4-107~3 1074 | 10m | 


5. KOHOPCKH 


IPEAEMbHBIE YIJIbI B SJIEKTPOCTATUYECKOM TOJE TBYX UIAPOB 
C BAPAZAMU PASHbIX 3HAKOB 


Pe3stme 


IIpeqmetom o6cyxXjeHMA ABJIAeTCA 9seKTpocTaTmuecKoOe TONe CMCTeEMbI JByxX 
mapos K u K’ Ha KOTOpbIxX HaxogATca 3apaAger +H u —H'nupuyém H >H’. Bce aunuu 
WONA wuexoZAujMe us moBepxHocTu wiapa K’ KoHuaIOTCH Ha NOBepxHOcTM mapa K 
Il onpenertsioT Ha HeM KPyr PaCMONOMRKeHHbIM CUMMETPMIHO OTHOCUTeEIIbHO OCH, 
coequHAoulen WeHTpEI 60x juapos. Ilpample mpoBeyeHHbIe U3 TOUeCK STOTO Kpyra 
K YeHTpy wiapa K npou3sBogxAT KpyroBom KoHyc C yrJIOM IPM BepliMHe PaBHbIM 2 Oo 
Yron @ wa3BaH MpeqeNbHBIM yrsIOM; OH pa3senAeT NOBepXHOCTb wapa K Ha Be 
YaCTU; JIMHMM MONA UCXOAAUIMe M3 TOYeK OAHOM U3 STMX YacTeM HaMpaBAIOTCA 
K miapy K’, JIMHuM me UCKxO_AUMe US pyro — HanpaBsawrTcaA K OecKOoHedHOCTH. 


ni 
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B Tpyme yKa3aH MeTOZ, IPM NMOMOLM KOTOPOTO MOKHO PaccuUTbIBaTbh yrubi O. 
Merog st0T cocrouT B TOM, TO Nose O6oux mIapoB K u K’ 3ameijaetca 9KBUBaIeHT- 
EBIM TIOJI@M BYX MOCNeROBATeENbHOCTel 3AaPAOB, US KOTOPbIX OHA pactos0*Ke- 
Ha BHyTOuU moBepxHocTu K, Apyranh we BHYyTPUu NOBepxHocTU K’. 3Hauenma mocse- 
WOBATCIbHbIX B3APAOB B OOOMX PAZAaxk 3HAYUTeENbHO YMECHbUIAIOTCA, TAK UTO BIOJIHE 
jocTatouHo (KaK 9TO CeWyeT M3 OWeCHKU MOTpPewIHOCTeu) OTpaHUuAUTb FO 5 aMcso0 
paccMaTpuBaeMbIX 3aPAZOB BHYTpM KarKAOTO wiapa. IlpumMeHAA MeTOA HasORKeHUA, 
MOXKHO paCCUUTATh Pe3yYJLTUPYIOWIMM (COBOKYNHbIM) NOTOK Y, sTux 10 sapazzos, 
MpoHuKkarlomunu wepe3 miapoobpasHyio uallly cdhepuueckou noBepxHoctu K, mpeyzmo- 
narad, UTO BePLIMHHbIM yrom 9sTOoM uammM paBeH 2%. U3 BpmuueyKasaHHOTO cmepnyerT, 
uTO Ye=H'; TakuM oOpa3s0M NoyuaeTCH OCHOBHOe ypaBHeHue (26), comepmKaryee 
1eM3BeCTHbIM yrom ®. YuUTbIBad u3sBecTHOe 3HaueHMe (27) MOTeHIMana V urapa K, 
MbI MOXEM yIPOCTMTbh ypaBHeHue (26) uw cBecTM ero K Buy (32), “3 KOTOPOTO MOXxHO 
paccuutTatb yron @. 

Ana oOmerueHua pacuéTra — OTe€NbHbIe COCTABHbI€ YacTM BbIpawKeHUA (32) 
IIpevAcTaBIeHbI B BUAe MHOTOUNeHOB JlemxaHy_pa; 3HaueHua @ MbI HAXOZMM pM m0- 
MOIIM TMOCIe€OBATeCMbHbIX Mpob. CooTBeTCTBECHHbIe PaCUYETbI ObINM MUCMOJIHEHbI DJA 
cnenqywmuux cnyuaes: 

a) mpu oOByYX OAMHAKOBbIX WapaxX JNA pa3HbIX _3HAYCHMM COOTHOLWICHMA UX 
notTenianos (§ 7, Tabx. I, puc. 10 u 11); 

6) mpm AByX OfMHAaAKOBbIX Wapax JIA pa3HbIX B3HAYeCHM COOTHOIMeCHMA UX 
3apayos (§ 9, TaOm. 3, pwc. 14 u 15) u 

B) B CMCTeMe TOYCUHbIM 3apAA-Wiap, AWA paSHbIX B3HAYCHMM COOTHOUICHMA 3apaya 
mapa K TOYeuHOMy 3apagy (§ 8, Tadm. 2, puc. 12 u 13). 

Us npoBpexzeHHoU oleHKu morpeurHoctren (§ 10) cnenyeT, 4TO Kak nNpuoOnM3uTeNb- 
HbIe BbBIYMCNCHMUA BCHOMAraTeJIbHbIX BbIPAeCHMU, TaK WM BbIVICOMMCAHHbIM MeTOT 
BbIUMCIeHUA yrua O OTNMUAIOTCA OUCH GOOMHUIOM TOUHOCTHYO. 

IIpu nmomomm mpeycTtaBsIeHHbIxX C€MeMCTB KPUBbIX MbI TaK2Ke MORKeM HaOIIOAAaTh, 
KaKMM oOOpas0m usMeHseTCA yrom #® upm u3sMeHeHMM paccTOAHMA MexZy odboumMM 
ilapaMNu, a TakxKe IPM U3MCHEAUU UX Z3AaPAROB MUIM MOTCHIIMAOB. 

SHaHue yria & yrmyOnAeT HanIM cBemeHUA 06 9NeKTPOCTAaTMYeCKOM Noe u nO- 
SBOJIAeCT JIYUWIe UeEPTUTL U300paxXeHUA TAKMUX TOTeM. 


B. KONORSKI 


GRENZWINKEL IM ELEKTROSTATISCHEN FELDE ZWEIER KUGELN 


Zusammenfassung 


Gegenstand der Ausfiihrungen ist das elektrostatische Feld eines Systems zweier 
Kugeln K, K’, auf welchen sich die Ladungen + H und — H’ befinden, wobei H>H”’ 
ist. Alle Feldlinien, die von der Kugelflache K’ ausgehen, enden auf der Kugelflache K 
und bestimmen auf dieser Flache einen Kreis, der symmetrisch gegen die die beiden 
Mittelpunkte der Kugeln verbindenden Achse gelegen ist. Die Geraden, die von 
den Punkten dieses Kreises zum Mittelpunkt der Kugel K gefiihrt werden, bilden 
einen Kreiskegel mit dem Scheitelwinkel 20. Der Winkel ? wird Grenzwinkel ge- 
nannt; er teilt die Kugelflache K in 2 Teile: die Feldlinien, die von den Punkten 
des einen Teiles ausgehen, miinden in Kugel K’; die Feldlinien, die von den Punkten 
des anderen Teiles ausgehen, verlaufen in die Unendlichkeit. 


ois eal C. 
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In der vorliegenden Arbeit™ wird eine Methode gezeigt, mittels welcher man 
imstande ist, die Winkel ® zu berechnen. Sie beruht darauf, dass man das Feld 
des Systems K, K’ durch ein gleichwertiges Feld zweier Folgen von Punktquellen 
ersetzt, von welchen die eine innerhalb der sphdrischen Fliche K, die andere — © 
innerhalb der spharischen Flache K’ gelegen ist. Die Werte der aufeinanderfolgenden 
Punktladungen beider Folgen sinken rapid, so dass es vollkommen geniigt (wie sich 
aus der Bewertung der entstandenen Fehler ergibt), die Zahl der beriicksichtigten 
Punktladungen auf 5 innerhalb jeder Kugel zu beschranken. Mittels Superposition 
kann man dann den Kugelausschnitt mit dem Zentralwinkel 29 durchsetzenden Ge- 
samtfluss yw* dieser zehn Ladungen berechnen. Auf Grund des vorher Gesagten | 
ist yo=H’; man erhalt dadurch die grundlegende Gleichung (26), die den unbekann- 
ten Winkel enthalt. Wenn man den bekannten Ausdruck (27) fiir das Potential v 
der Kugel K beriicksichtigt, so kann man die Gleichung (26) vereinfachen und be- 
kommt so schliesslich die Gleichung (32), aus welcher der Winkel ? berechnet wird. 

Um diese Berechnung zu vereinfachen, werden die einzelnen Summanden des 
Ausdrucks (32) durch Polynome von Legendre dargestellt; die Werte von #erhalt 
man dann naherungsweise auf dem Wege der aufeinanderfolgenden Probeberech- 
nungen. 

Die Berechnungen sind fiir folgende Spezialfalle durchgefiihrt worden: 

a) flr zwei gleiche Kugeln und fiir verschiedene Werte des Verhdaltnisses ihrer 
Potentiale (§ 7, Tafel 1, Bild 10 u. 11); 

b) fur zwei gleiche Kugeln und ftir verschiedene Werte des Verhdaltnisses ihrer 
Ladungen (§ 9, Tafel 3, Bild 14 und 15); . 5 

c) fur das System Punktquelle-Kugel und fiir verschiedene Werte des Verhalt- 
nisses der Kugelladung zur Punktladung (§ 8, Tafel 2, Bild 12 und 13). 

Aus der durchgeftihrten Genauigkeitsbewertung der verwendeten Methode folgt, 
dass die dabei begangenen Fehler ausserordentlich klein sind. 

Mit Hilfe der vorgelegten Kurvenscharen sind wir imstande zu bestimmen., 
wie sich der Grenzwinkel bei Aenderungen des Abstandes beider Kugeln, bezw. 
bei Aenderung ihrer Potentiale oder Ladungen verandert. 

Die Kenntnis des Grenzwinkels gewahrt uns einen tieferen Einblick in die 
Struktur des elektrostatischen Feldes; sie ermdglicht uns auch, die Bilder solcher 
Felder besser zu zeichnen. 
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S. MINC, Z. FELDBLUM 


Zaleznos¢ miedzy natezeniem pradu ochrony katodoweyj, 
a natezeniem pradu bladzacego w rurach metalowych 
zakopanych w gruncie 


Rekopis dostarczono 28. 11. 1955 


Wyprowadzono zaleznos¢ miedzy natezeniem pradu ochrony katodowej, 

a natezeniem pradu btadzacego w rurach metalowych zakopanych w grun- 
cie. Pozwala ona wyznaczy¢ minimalne natezenie pradu ochronnego ko- 
nieczne dla peinego zahamowania korozji. Uzyskana zaleznosé sprawdzono 
laboratoryjnie w modelowym zestawie doSwiadczalnym i stwierdzono jej 
stusznos¢ z doktadnoscia do pewnej empirycznej poprawki, kt6érej wprowa- 
dzenie jest zrozumiaie ze wzgledu na niemoznosé praktycznego rozdzielenia 
korozji gruntowej od korozji pradami bladzacymi. Poprawka ta obejmuje 
ochrone przed korozja gruntowa i odchylenia zestawu od przyjetych zalozen | 
przy teoretyeznym wyprowadzaniu zaleznosci. Podano ograniczenia, kt6rym 
podlega w obecnym stanie metoda i zaleznosc. 


1. WSTEP 


Prace dotyczace korozji powodowanej pradami bladzacymi i ochrony 
katodowej omawiaja zagadnienie to jedynie z punktu widzenia jakoscio- 
wego i pomiarowego, na przyktad [1], [2].... [14]. ; 

Celem niniejszej] pracy byto skonstruowanie modelu laboratoryjnego, 
odpowiadajacego przypadkowi korozji rur metalowych zakopanych 
w gruncie, zachodzace] pod wpltywem pradéw bladzacych (jak i korozji 
gruntowej), ktéry pozwolilby teoretycznie wyznaczy¢ zaleznos¢ nate- 
zenia pradu ochrony katodowej od natezenia pradu bladzacego. Otrzy- 
mana zaleznos¢ sprawdzono nastepnie w warunkach laboratoryjnych. 


2. BUDOWA I DZIALANIE ZESTAWU POMIAROWEGO 


Dogwiadezenia przeprowadzano w drewnianej skrzyni 0 wymiarach 
2<0,5X0,5m. Jako grunt sluzyl odpowiednio spreparowany piasek 

- o $rednim oporze wiasciwym rzedu 5° 1042/cm i wilgotnosgci 4+-5°/o. Ba- 
dana rura zeliwna sktadata sie z czterech czeéci (rurek) 0 dlugosci 48 cm 
kazda, Srednicy zewnetrznej 3,3 cm. Kazda rurka posiadala przykrecone 
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dwie Srubki zaopatrzone w nakretki, umocowane w odlegtosci 2cm od 
cebu koncéw. Stuzyty one do Nene przewodow, w stosunku do kté- 
rych zastosowano numeracje 1,2...8 (rys. 1). Do kazdego pomiaru przy- 
gotowywano rurki w Eelepnisey sposdb: ezyszcezono je szczotka na to- 
karce, potem papierem Sciernym a nastepnie wycierano welniana szmatka. 
Rurki umieszezano w gruncie w szeregu jedna za druga na jednym po- 


Rys. 1. Schemat zestawu wytwarzajacego prady btadzace 
oraz ochrony katodowej rury (7,75 71> Ti) 
R,; i Ry — opory regulacyjne; o.— opory 202; W — wytaczniki, 
mA — miliamperomierze; S — szyny; A — anody ochronne: 
P — przetaczniki. 


ziomie. Caly szereg ulozony byl symetrycznie, to znaczy w jednakowej 
odlegiosci od obu Scian bocznych skrzyni. Glebokos¢ zakopania rurek wy- 
nosifa 12 cm. 

Podstawowym zalozeniem zestawu elektrycznego byto mozliwie Sciste 
zmodelowanie warunkéw rzeczywistych. CaltoS¢ zestawu przedstawiono 
na rys. l. ' 

Obw6d wytwarzajacy prady bladzace sktadat sie z prostownika, opor- 
nika (R,) miliamperomierza (1) i szyny. Szyna ta byta zbudowana z czte- 
rech prostokatnych kawatkow blachy stalowej, 0 wymiarach 22X5cm ~ 
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(oznaczonych Sy, Sy, Snr, Srv); pomiedzy nimi wtaczono trzy opory po 
20 oméw. Mialo to na celu zapewnienie odpowiedniego spadku napiecia 
pod wplywem stosunkowo niewielkiego pradu. Spadek ten potrzebny byt 
dla petniejszego odzwierciedlenia sytuacji panujacej w rzeczywistej SZy- 
nie i spowodowania mierzalnych uptywnosci pradu. Odcinki szyny umiesz- 
ezano calkowicie w gruncie nad poszcezegélnymi rurkami, w poltozeniu do 
nich rownoleglym. Do pomiaru pradéw uptywnych w obwodzie sluzyt 
miliamperomierz (2), wlaczany za pomoca przelacznikéw P. Zaznaczyé na- 
lezy, ze prad uptywat wiasciwie tylko z Sr: i Sy a do Str i Srv wptywal. 
Czesé pradu uptywnego ptyne- 
ta rura. Byt to wiasnie prad 
btadzacy. Dzieki przecieciu ru- 
ry na cztery czesci umozliwiono 
bezposredni pomiar tego pradu. 
Mianowicie przewody w _ poto- 
zeniu 2—3, 4—5 i 6—7 przyta- 
ezano odpowiednio do miliam- 
peromierzy (3,4 1 5), co dawato 
moznos¢ bezposredniego po- 
miaru wartosci pradu btadza- 
cego w danych punktach. Po- 
zwolito to wykresli¢ krzywa 
natezenia pradu bladzacego na 
rurze i wyznaczy¢ maksymalne 
natezenie pradu bladzacego (po- 
tozenie 4—5). Natezenie pradu 
bladzacego wyznaczano takze 
metoda kompensacyjna_ Rad- 
ley’a - Richardsa [12]. Pomiary 
te dawalty wyniki catkowicie 
zgodne z uzyskanymi metoda bezpoSsrednia. 

Obw6od ochrony katodowej zawierat prostownik, opornik (R,), miliam- 
peromierz (6) i cztery anody weglowe w ksztalcie walcédw o dtugosci 
15 cm i Srednicy 2 cm (numerowane I, II, III, IV). Anody te umieszcezano 
catkowicie w gruncie, na wysokosci polowy kazdej rurki w odlegtosci 
20cm od nich. Biegun ujemny prostownika przyltaczano do rury w po- 
fozeniu 1. Tak wiec przeptyw pradu ochronnego mial kierunek przeciwny 
do przeptywu pradu bladzacego, jak to przedstawiono na rys. 2. Na ry- 
sunku tym zilustrowano przeplyw pradu bladzacego i ochronnego jedynie 
w sposdb jakosciowy, nie przedstawiajac rzeczywistej sytuacji powstalej 
w czasie petnej ochrony katodowej w stosowanym zestawie, podczas ktoérej 
nie wystepuje juz wyplyw pradu bladzacego z rurek 5—6 i 7—8. Prad 


prad w szynie 


Rys. 2. Schemat przeptywu pradu btadzacego 
i ochronnego, 
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pobierany z gruntu przez ostatnie dwie szyny (Sui Sty) jest wtedy dostar- 
ezany przez sasiadujace z nimi anody ochronne. Calkowity prad zbierany 
z rury podezas petnej ochrony jest suma pradu bladzacego i ochronnego 
Z pierwszych anod. 


3, ANALIZA POE OED ALLE PRADOW BLADZACYCH I OCHRONNYCH 
W STOSOWANYM ZESTAWIE 

Przy .analizie procesu wspdldzialania pradu bladzacego i ochronnego 
w stosowanym zestawie przyjeto nastepujace zalozenia: 

a. stalos¢ przekroju rury, a co za tym idzie, proporcjonalnos¢ miedzy 
odlegtoécia dowolnych dwéoéch przekrojow rury, a pero ezesci rury 
miedzy nimi zawarte], 

b. liniowa zaleznosé miedzy spadkiem napiecia w szynie, a odlegtoscia 
od konea szyny, 

c. liniowg zaleznos¢ gestosci pradu, wptywajacego do rury na danym 
jej odcinku, od odlegtoseci do konca rury (prad efektywnie wyplywajacy 
jest zgodnie z tym liczony jako ujemny), 

d. rozmieszczenie ciagle anod stosowanych do ochrony katodowej, co 
oznacza, ze traktuje sie caty rzad anod jako jedna anode, wzdtuz ktore}j 
wystepujacy opér mozna zaniedbaé, 

_e. statos¢ oporu wiasciwego gruntu w calej jego masie, 

f. przeciwny kierunek przeplywu pradu bladzacego i ochronnego. 

W oparciu o charakterystyke stosowanego zestawu i przytoczone zato- 
zenia, postaramy. sie znalez¢ zaleznose miedzy nateze- 
miem!:pradu, biadzacego ptynacego rura, a nateze- 
niem pradu ochronnego potrzebnym do uzyskania 
peinej ochrony. 

Zgodnie z zatozeniem c. mamy dla gestoSci pradu % (x), wptywajacego 


do rury, rownanie ia) oat . (1) 


gdzie x jest odlegloscia od poczatku rury. 
Wartosci statych a i b wyznaczamy z podstawowego warunku 
l 


U 
[is@ac [tert oae=0, 
0 0 
gdzie | jest catkowita dlugoscia rury; stad 
Be 12 bie 6. akan Seca 
2 2 
_ponadto ip (0) =a: 0+b=b. Zatem (1) mozna napisaé w sposdb nastepujacy: 


2, 
ip(x) = ip (0) (2 al 1 =} . ‘ (2) 
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Natezenie pradu (bladzacego) ptynacego w rurze Ip(x) mozna wyrazic 
wzorem ‘0 
I(x) i in(a)dar. (3) 
0 


Podstawiajac do (3) ip(x) z (2) otrzymujemy 


0 wa 


Przebieg zaleznosci iy =ip(x) oraz Ip=Ip(x) przedstawiono na rys. 3. 
Zaleznosé natezenia pradu w rurze podezas ochrony obliczamy w na- 

stepujacy sposob. 
Oznaczmy przez ip(x) gestos¢ pradu ochronnego, stala na catej diugosci 

rury, przez Ip(x) — te ezes¢ natezenia pradu w rurze, kto6ra wynika z prze- 


a 


Rys. 4. Wykres zaleznosci ip=%p (a) 


Rys. 3. Wykres zaleznosci 1=1%; (x) 
oraz I, =I),(x). oraz Ip=Ip (x). 


ptywu pradu ochronnego. Wskutek tego, ze prad ochronny zbierany jest. 
w punkcie o wspdlirzednej x=0, jego kierunek bedzie przeciwny do 
Ip (x), co pokazano na rys.4 przez przypisanie pradowi Ip(x) wartosci 
ujemnych. 

Catkowity prad plynacy w rurze w czasie ochrony jest 


Tela) =Io(x) +I p(x) . | (5) 


Ip (x) wyrazamy jako funkcje ip(z) 
Ip(x)=ip(x) (x—l), (6) 


a podstawiajac do (5) wartoSsci z (4) i (6) otrzymujemy 


I,(x) =ip(0) (= — a +(x— ip . 


se 
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3 Po przeksztatceniu mamy 


Tela) = — inl) = + (n(0)-+ ip) Top (7) 


l on 
Szukamy takiego warunku na ip, aby dla x= x wartos¢ I(x) =0, to znaczy 
iz powinna byé spetniona zaleznos¢ 


9 


i(0) GOL ie tits S0: 


: l 
Stad po przeksztatceniach otrzymujemy dla «= = 
: eee ee 
um 3 in(0) . (8) 


Poniewaz wartoSsci ip i ip(0) sq trudne do bezposredniego zmierzenia, 
zaleznosé (8) nalezy przedstawié za pomoca wielkosci Ip(x) i Ip(x). Catko- 
wity prad ochronny, plynacy rura a wskazywany przez przyrzad wla- 
ezony w obwod ochrony katodowej, wyraza sie’ wzorem 


I,(0)=1- tp ; (9) 


l 
z drugiej zas strony z rownania (4) dla ee mamy 


ay, l 
Podstawiajac wartoSci z (9) i (10) do (8), zaleznosé te mozna wyrazi¢ jako 
l 
1,(0)= 215 be (11) 


Rownanie (11) wyraza fakt, ze dla uzyskania I.=0 w potozeniu -- 


nalezy nalozy¢ prad ochronny o dwukrotnie wyzszej wartosci w stosunku 


do zmierzonej wartosci pradu bladzacego w potozeniu = przed ochrona. 


Analogiczne rozumowanie mozna oczywiscie przeprowadzié dla dowolnej 


wartosci x wspdlirzednej] punktu, w ktorym — przez nalozenie pradu 
ochronnego — prad catkowity I(x) ptynacy w rurze sprowadzony zostaje 


do zera. Powyzej rozpatrywano przypadek n= 70 wzgledu na to, ze bledy 
przy wyliczaniu sa dla takiej wartosci najmniejsze, a ponadto wywody 


i pomiary — najprostsze. W przypadku ogélnym uzyskamy wyrazenie 
(wyprowadzone w dalszej czesci) 


(0) = LAM 


— x 


(11a) 


ee ee oe 
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Sytuacje obrazujaca, zgodnie z (11), wynik nalozenia pradu bladzacego 
i ochronnego w rurze, przedstawia krzywa I (rys. 5). Z wykresu tego widaé, 
ze w prawej polowie rury pozostaje pewna czesé nie podlegajaca ochronie. 
Jest nia mianowicie odcinek */4l do 1, na ktorym natezenie I(x). przyjmuje 
jeszcze wartosci malejace, co spowodowane jest uptywaniem pradu z rury 
do ziemi. W ogélnym przypadku odcinek rury stanowi obszar uptywnosci 

dl 
pradu do gruntu, gdy Hao) <9 (prad wchodzacy do rury liczony jest jako 
= 

dodatni). Dla zapewnienia peiosci ochrony przed korozyjnym dzialaniem 
pradu bladzacego nalezy tak dobra¢ gestos¢ pradu ochronnego, aby sta- 
nowila ona najmniejsza wartosé, dla ktorej] spetniony zostaje warunek 
dl nate : : 

Bae na catej diugosci rury. Wymaganiom tym odpowiada krzywa II 

x 

(rys. 5). 

W celu wyznaczenia minimalnej ge 
stoSci odpowiadajacej podanemu warun- 
kowi nalezy stwierdzi¢, dla jakiej] war- 
toSci ip zachodzi zaleznos¢ 


dI.(x) Be 
dx 


w ktorej prawa strona nieréwnoSci po- 
chodzi ze zrdézniczkowania wzoru (7). 
Mamy zatem 


ip >2 a in(0)— in (0) (12) 


_ hx) | dy (x) 


2 - in(0) Lint in(0) > 0, 


dla wszystkich x, skad dlanajmniejszego 


: f pt ‘ Rys. 5. Wykres zaleznosci Ic(x) 
ip czyniacego Zadosé (12), otrzymujemy 1 — krzywa natezenia pradu w rurze 


saat: 5 ; 2 é i 
ip in(0) ‘ Me age oe, z (8) atop aeey r, (£)- 

Z a= 
Beene? WnIESe ae ea re II — krzywa natezenia pradu w rurze 
nla peinej ochrony przed k o- w czasie pelnej ochrony katodowej. _ 


rozja pradami btadzacymi na- 
lezy zastosowaé dwukrotnie 


wyzsza wartosé pradu ochronnego niz ta, ktora sprowadza 
\ 

do zera I¢ cl Poniewaz dla uzyskania tego warunku nalezy, zgodnie 
2, 


l 
z rownaniem (11), natozy¢ prad ochronny I 7 (0) = 1b eth przeto dla pel- 
nej ochrony powinna byé¢ speiniona zaleznos¢ 
l 
1,(0)=40e(—] : (13) 
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a ek ot Ce 


ie Ip ily. W tym celu do réwnania (8a) podstawiamy 


-yzona. 


- Poniewaz zadanie polega na znalezieniu pierwiastka x zawartego w prze- 


a 

a * 19(0) 
oraz 
; ie Ses § 

Oe ee (4) 
: ; [te oe 
i uzyskujemy 

rho) = - (11a) 

sai 


Zgodnie z warunkiem (12) mamy ip(0)=i,. Z pordwnania tej rownosci 


&. 
trot. 


hs 


ist eon --§. Mine i Z. Feldblum — 


Zaleznosé (13) mozna przedstawi¢ takze w postaci : 


“ T_(0)=205. 7 (13a) 


Wz6r (13a) ma te zalete, ze wartosé I} moze byé bezposrednio zmie- 


3.1. WSPOLDZIALANIE I i I, W PRZYPADKU OGOLNYM 


W przypadku ogélnym, zgodnie z réwnaniem (7), dla Ic (x)=0 mamy 


1010) 52 (i,(0) + ip) +l ip=0. 


Rozwiazaniem tego roéwnania jest 


2 — oO) tip + V (é(0) —ip)® 
2i(0) 


? 


a pierwiastki tego r6wnania wynosza 
\ 
tp 


x,=1, Lg ae bie 
; > ip(0) 


dziale 0 x<l, zatem x,=l nie ma sensu, a rozpatrywaé nalezy tylko 
=e “p 1 
_ ty(0) 

* in(0 

ae ie (8a) 


Wartosci gestosci pradu nalezy wyrazic wartosciami natezenia pradu 


lub 


(9) 


z (8a) wynika, ze dla pelnej ochrony katodowej nalezy prawa strone 


rOwnania (11a) pomnozyé przez ezynnik a .  Stad otrzymujemy 
a 


- a Ss 7 at + 7 aerr o mal? 24 7 - ee se) ae ia’ 4 “| el err) » ~~ | 
i Se as re * ner Nodal fi a Won Ni ca x PANS a Sr de _ ioe erin e3 : 
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m lub eee . 
. Ip (0)= i I,(0) . (14a) 


3.2. DOSWIADCZALNE SPRAWDZENIE ZALEZNOSCI (14) I (14a) 


Przeprowadzono szereg pomiarOw minimalnego natezenia_ pradu 
ochrony katodowej powodujacego peine zahamowanie korozji pradami 
bladzacymi o maksymalnym natezeniu 1+2mA. Czas trwania kazdego 
pomiaru wynosil 72 godziny. Stan rury oceniano wizualnie, poniewaz 
pomiary potencjaléw rura—grunt nie daty zadowalajacych, powtarzalnych 
wynikéw, wagowy zas pomiar ubytku masy by! niemozliwy ze wzgled6éw 
technicznych. 

Stwierdzono stusznos¢ uzyskanych teoretycznie wartosci Ip z doktad- - 
noscia do pewnej empirycznej poprawki 41,. Wobec faktu jednoczesnego 
dziatania korozji gruntowej i korozji pradami bladzacymi, przy zatozeniu, 
ze istnieje w przyblizeniu addytywnos¢ obu tych form korozji, wartos¢ 
te zinterpretowano jako natezenie pradu ochronnego potrzebne dla 
ochrony przed korozja gruntowa. Potwierdzil to pomiar w przypadku 
samej korozji gruntowej. Ponadto stwierdzono, ze wartosci I? zmierzone 
i wyliczone teoretycznie wediug (14a) nie pokrywaja sie Scisle ze soba. 
= ete AI,=I} emp — I; teor 
oznacza, ze warunki przeprowadzania pomiaréw nie odpowiadaly w pelni 
zatozeniom postawionym przy wyprowadzeniu badanej zaleznosci. Czyn- 
niki, ktorych wynikiem jest AT, sa prawdopodobnie nastepujace: 

niezupelnie liniowy spadek napiecia w szynie, 

nieciagte rozmieszcezenie anod ochronnych, 

nieznany plizej charakter wspdéldzialania korozji gruntowej z korozja 

pradami bladzacymi, 

polaryzacja metalu badanej rury. 

Przecietne wartosci A is podano w ponizszej tablicy. 


I, max I) emp - I) teor, ay 
mA mA me °lo 
: 1,0 2,2 —2,4 2,0 10 —20 
4 1,6 3,15—3,5 ao 1,5— 9,5 
2,0 4,4 | 4,0 10 


“4 


Wobec koniecznosci stosowania poprawek na korozje gruntowa i nie- 


idealnogé ukladu, wzory (18) i (18a) nalezy napisa¢ jako 


Ip'0)=4Ip & aD od 


(15) 


sae ogg ASAD SRS Ae oS Oy, ee ale a 
, oy : ae Ee i oes re , 


=| 
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lub w przypadku ogélnym 
Senet ATES (15a) 


4. OCENA UZYSKANYCH WYNIKOW I WNIOSKI 


a. Przeprowadzane badania nalezy oceni¢ jako uzyskanie metody wy- 
znaczania minimalnego natezenia pradu ochrony katodowej wystarczaja- 
cego do pelnego zahamowania procesu korozji pradem bladzacym o zna- 
nym natezeniu, zmierzonym w okreslonym polozeniu x na rurociagu 
(ograniczenia metody — rozdz. 4, p.e.). Zaleznos¢ te wyraza wzor (15a), 
gdzie: 

1 — dlugosé odcinka rury, 
I,(0) — catkowite natezenie pradu ochronnego, 
Ip(x) — natezenie pradu bladzacego w potozeniu (2), 
>. Al, — empiryezna poprawka na korozje gruntowga i lokalne odchy- 
lenia wynikajace ze wspdldziatania korozji gruntowej z ko- 
rozja pradami bladzacymi oraz odchylenia od idealnego 
rozktadu pradu btadzacego. 
b. Doktadnie zbadano doSwiadczalnie zaleznos¢ (15a) w przypadku 


n=, dla kt6rego zachodzi zaleznos¢ (15). Przypadek ten charakteryzuje 


sie duza prostota pomiaru i obarczony jest najmniejszym bitedem. 
c. Wartos¢ 
l- Ip(x) 
be 


ze wzoru (15a) moze by¢ wyznaczona bezposrednim pomiarem. Odpowiada 
jej taki prad I, (0) w potozeniu x, dla ktérego I-(x) prad catkowity ptynacy 
w rurze) wynosi zero. Majac wyznaczona doSwiadczalnie wartos¢ Uh ,mozna 
ze wzoru (15) doktadniej wyliczyé Ip(0), konieczne dla petnej ochrony, 
_poniewaz wtedy poprawka )'AIp dotyczy jedynie korozji gruntowej. 

d. Metoda podana w pracy — po uprzednim sprawdzeniu dla wyzszych 
wartosci Ip 1 dtuzszych okres6w ochrony — moze znalezé obok laborato- 
ryjnego rowniez zastosowanie praktyczne w warunkach polowych. 

e. Stosowalnos¢ podanej metody i wzoru (15a) podlega nastepujacym 
ograniczeniom: 

Kierunek pradu ochronnego musi byé przeciwny do kierunku prze- 

plywu pradu bladzacego (ograniczenie to moze mieé duze znaczenie 
w warunkach polowych). 

Metoda dotyczy jedynie przypadku najbardziej drastyeznego, a mia- 

nowicie rownolegtego umieszezenia szyny w stosunku do chronionej 


es si ~~! yey . fF ait , 
Pe ha ‘ 2  e 
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rury. Przy zmianie kata ulozenia wzgledem siebie szyn i rur ‘ 
sytuacja bedzie nieco inna. =e 
Ukiad odzwierciedla sytuacje, w ktérej na trasie znajduje sie tylko , 
jeden elektrow6z; stad paraboliczny rozklad pradu upltywnego — 
i bladzacego. W przypadku przejazdu kilku elektrowozéw na jednej oe 
linii — rzeezywisty rozktad pradu bladzacego bedzie nale ae - a 
sie kilku parabol. am 
Wz6r (15a) traci znaczenie praktyczne przy niewielkich naieeegan Coo 
pradu biadzacego a silnej korozji gruntowej, wtedy bowiem war-— “aes 
tosé SAI, jest stosunkowo bardzo duza, a korozja gruntowa jest ef 


ezynnikiem limitujacym caty proces koroziji. i 

f. Wz6r (15a) jest podaniem pewnego przepisu na wyliczenie pradu — * 

_ ochronnego przy znajomosci natezenia pradu bladzacego, jednakze nie , 
rozwigzuje on na przyktad kwestii rozmieszczenia anod ochronnych. 
Problem taki nalezy rozpatrywa¢ dodatkowo w oparciu o znajomos¢ cha- 


rakterystyki danego gruntu. Szereg danych dotyczacych tego amie ton 
_ podano w pracach [1, 2, 6, 12]. 
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C. MHHL, 3. PEJIbABIIOM 


Z3ABUCUMOCTb MEX] Y CUJIOM TOKA KATOJZHOTO TIPEROXPAHEHMUA 
U CAIOU BIYROAAIOWUMX TOKOB B 3APBITHIX 
B 3EMJE METAJIJIUGECKUX TPYBAX 


Peswme 


BprpeyeHa 3aBUCMMOCTL MexKAY CMmow TOKAa KaTOAHOTO NpezOXxpaHeHuA M CMNOM 
OulywKaloljero TOKA B 3aPbITHIX B 3eEMNIe MeTAaNNMUeCKUX TDyOax. OHa MO3BONAeT 
‘ + ONpPeAeNUTb HaMMeHbIly!o Cusly NpewOXpaHUTeNbHOrO TOKa HeOOXOZMMYy!O ANA Won- 
HOTO mpenqynpexzeHuA KOppo3Nu. IlomyuyeHHaA SaBMCMMOCTb Obiza MpoBepeHa B Ja- 
Oopatopuu Ha SKCMepMMeHTaNIbHOM MOopenmM. Eé npaBMuNbHOCTb OblNa NOATBeEpm*KAeHAa 
C€ TOUHOCTHIO HEKOTOPOM SMNIMpPMYeCKOM NOMpaBKM, BBeEeHUe KOTOPOM MOHATHO BBUTy 
HEBO3MOXKHOCTU MPAaKTMYeCKU OTNMMUYUTh U pa3rpaHWU4UTb Pasbemarousee BeucTBue 
-TiOUBbI OT KOPPO3uUM BbI3bIBAeEMOM OnymRRAwWUIMMU TOKAaMM. 

OTa monpaBkKa COReP2xXUT B3alluTy epeaq pasbezawuiimM AevicrBuemM MOUBBI 
ss «KK * OTKNOHEHUA 9KCMEPMMeHTAIbHOM MOEN OT MPMHATHIX IPM TeopeTMueCKOM BBLIBOTE 
3gaBucuMocTu mpeymomomwKeHun. TlomaHbl OrpaHM4eHUA, KOTOPbIM MOABeP2KeHbI MeTOA 
WU 3aBMCMUMOCTL B HaCTOALIEM BUTe. 


S. MINC, Z. FELDBLUM 


A DEPENDENCE BETWEEN THE CURRENT OF CATHODIC PROTECTION 
AND THE STRAY CURRENT IN UNDERGROUND METALLIC PIPES 


Summary 


> A dependence between the current of cathodic protection and the stray current 

in underground mettallic pipes has been deduced. It permits to find the current 

required for a complete cathodic protection of the pipes concerned. The exactness 

. of the relation obtained was tested on a laboratory arrangement. In addition an 

experimental correction has been introduced which is evident. This correction is 

related exclusively to the corrosive action of the ground and to deviations of the 

aa actual experimental arrangement from theoretical pressumptions. The limitations 
of the applied relation and method are given. 
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F. WISNIEWSKI 


Analiza ukladu superreakcyjnego 
Z wygaszaniem wywolujacym modulacje czestotliwosci 


Rekopis dostarczono 12. 5. 1955 


W pracy przedstawiono analize liniowego uktadu superreakcyjnego, 
w ktorym oprocz zmiennej przewodnosci wystepuje r6wniez zmienna po- 
jemnosé wywotujaca modulacje czestotliwosci ukladu. Otrzymano rozwig- 
zanie o bardziej ogélnym charakterze niz dotychczas znane rozwiagzania, 
poniewaz odnosi sie ono zardwno do ukladow o statej, jak i zmiennej cze- 
-  stotliwosci. Z analizy wynika, ze zmiana czestotliwosci rezonansowej uktadu 
odbiorczego w jego czasowym przedziale czutosci powoduje odksztatcenie 
charakterystyki selektywnosci uktadu. Podano warunki, w ktorych odksztal- 
cenie to bedzie niesymetrycezne, a wyniki rozwiazan teoretycznych potwier- 
dzono wynikami doSwiadczalnymi. W koncowej czeSci pracy wykazano moz- 
liwos¢ stosowania wzorodw otrzymanych z analizy ukladu liniowego do 
wyznaczania charakterystyki selektywnosci uktadu nieliniowego. W dodatku 
przedstawiono wyniki doSwiadczalne wptywu poszcezegolnych ezynnikow na 
wielkosé odksztaicenia charakterystyki selektywnoSsci uktadu. 


‘1. WSTEP 


Charakterystyki selektywnosci ukiladéw superreakcyjnych, obliczone 
za pomoca ogélnie znanych wzor6éw [12], sq zawsze — przy matej szerokosci 
wstegi wzgledem czestotliwosci rezonansowej uktadu — krzywymi syme- 
tryeznymi. Pomierzone charakterystyki selektywnosci maja natomiast 
w wielu przypadkach ksztalt wyraznie niesymetryczny. Wartosé tej nie- 
symetrii osiaga niekiedy kilkadziesiat procent catkowitej szerokosci cha- 
rakterystyki i moze by¢ réznego znaku, to znaczy w jednych przypadkach 
charakterystyka jest bardziej rozciagnieta w kierunku mniejszych czesto- 
tliwosci, w innych — przeciwnie. 

W literaturze omawiajacej prace aenacon superreakcyjnych znaj- 
duja sie krétkie wzmianki na temat niesymetrycznych krzywych selek- 
tywnosci. Hazeltine [6] i Richman [8] zauwazyli, ze niesymetria wystepuje 
w przypadku znacznej zmiany czestotliwosci ukladu odbiorczego w jego 
czasowym przedziale czutosci. Whitehead [11] podal to samo spostrzezenie 


dodajac, ze zmiana czestotliwosci uktadu moze by¢ wywolana zmianq 
pojemnosci miedzyelektrodowych lampy w okresie wygaszania oraz skia- 
dowa bierna przewodnosci zmiennej, ktorg lampa wnosi do uktadu 
odbiorczego. 

W celu uzupelnienia powyzszych obserwacji przeprowadzono szereg 
-eksperymentow, w wyniku ktérych stwierdzono, ze niesymetria charakte- 
rystyki selektywnosci jest SciSle zwiazana ze zmiana czestotliwosci uktadu 
odbiorczego w jego czasowym przedziale czulosci. Wartos¢ niesymetrii 
zalezy od charakterystyki zmian czestotliwosci uktadu odbiorczego, war- 
tosci ezesci rzeczywiste] wspdtezynnika sprzezenia zwrotnego oraz od 
ksztaltu napiecia wygaszajacego. Zalaczony na koncu artykulu dodatek 
zawiera wyniki i oméwienie powyzszych doswiadczen. 

Opublikowane dotychczas analizy uktadédw superreakcyjnych odnosily 
sie do ukladéw o statej czestotliwosci rezonansowej i wskutek tego nie 
mogly uwzglednié przypadku niesymetrycznej charakterystyki selektyw- 
nosci. Analiza przedstawiona w niniejszej pracy obejmuje uktady o zmien- 
nej czestotliwosci, a otrzymane wyniki moga by¢ stosowane zardwno do 
ukladéw o statej, jak i zmiennej czestotliwosci rezonansowej. 


2. ANALIZA PRACY UKLADU SUPERREAKCYJNEGO 
Z WYGASZANIEM WYWOLUJACYM MODULACJE CZESTOTLIWOSCI 


2.1. UKLAD ZASTEPCZY WZMACNIACZA SUPERREAKCYJNEGO 


Jak wiadomo, lampowy uktad generacyjny, zawierajacy oprécz lampy 
rownolegty obw6d rezonansowy RLC, mozna zastapi¢ ukladem réowno- 
-waznym, sktadajacym sie z obwodu rezonansowego z dotaczona roOwno- 
legle przewodnoscia ujemna wnoszona przez lampe. 

Poniewaz wzmacniacz superreakcyjny stanowi uktad generacyjny, 
w ktoérym warunki generacji sq uzaleznione od napiecia wygaszajacego, 
moze on by¢ zastapiony obwodem rezonansowym RLC z dotaczona réwno- 
legle zmienng przewodnoscia ujemna wnoszona przez lampe i uzalezniona 
od napiecia wygaszajacego. Zrédto sygnalu zewnetrznego mozna przed- 
stawié w postaci generatora pradowego dotaczonego do obwodu. 

W ogdlnym przypadku przewodnosé jaka lampa wnosi do ukladu ma 
oprocz skladowej rzeczywistej rowniez sktadowa urojona, kt6ra powoduje 
zmiane czestotliwosci rezonansowej uktadu odbiorezego!. Dla przypadku 


' Pojecie przewodnosci zespolonej uktadu odnosi sie Sscisle tylko do napie¢ 
i pradow o przebiegu sinusoidalnym. W ukladach superreakcyjnych zmiany ampli- 
tudy drgan w czasie jednego okresu wielkiej czestotliwosci sa stosunkowo mate 
i przebieg napiecia w tych uktadach moze byé w stosunkowo krotkim przedziale 
czasu uwazany za sinusoidalny. Z tego tez wzgledu mozna z pewnym przyblizeniem 
mowie 0 przewodnosci zespolonej uktadu superreakcyjnego. 
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ogélnego, przy zatozeniu matych zmian czestotliwosci w stosunku do 
ezestotliwosci rezonansowej, wzmacniacz superreakcyjny moze byé przed- 
stawiony za pomoca ukladu zastepczego pokazanego na rys.1, na kt6érym 
poszczegéIne symbole oznaczaja: 

L—indukcyjnos¢ obwodu, 


g(t,u)=G,+G(t,u), se Lr i 
gdzie G,— stata przewod- 
nos¢ rzeczywi- i(t) aft) eelt ad) Sates 
sta obwodu, | ] 
G(t,u)—zmienna prze- | ~——4#——_/----- 
wodnosé © rze- om Ea a ee 
czywista wno- Rys. 1. Uktad zastepezy wzmacniacza 
szona przez superreakcyjnego o zmiennej czesto- 
tliwosci rezonansowej. 
lampe, , 
c(t,uJ=C, + C(t, u) , 
gdzie C, — stata pojemnos¢é obwodu, 


_ C(t,u)— zmienna pojemnos¢ wnoszona przez lampe, 
i(t)— prad sygnatu plynacy przez uktad, 
u(t)— napiecie na obwodzie. 
Zagadnienie teoretycznego rozwiazania uktadu superreakcyjnego spro- 
wadza sie do okreslenia napiecia u(t) wystepujacego na obwodzie, jezeli 
Sa znane pozostate parametry uktadu. 


2.2. OGOLNE ROZWIAZANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO DLA UKELADU O ZMIENNEJ 
PRZEWODNOSCI ZESPOLONEJ 
Zaktadajac liniowa prace rozpatrywanego uktadu, to znaczy, ze prze- 
wodnos¢é zespolona wnoszona przez lampe jest tylko funkcja czasu, a nie 
zalezy od napiecia na obwodzie, mozna napisa¢ r6wnanie i 


wetue+gut—-[udemi. (1) 


Po zrozniczkowaniu powyzszego wyrazenia wzgledem czasu i podzieleniu 
stronami przez c otrzymuje sie 
: ocean aa ae 1 i 
w (S426 U Het ae 
\ Cc , 
Wprowadzajac oznaczenia 


gt+2c° | 1 7 
=p oraz ——=o* 
€ Le 
powyzsza rodwnosé mozna przedstawi¢ w postaci 


a fi: 2 


ueepu |S +08) ue 
Cc 


e do réwnania (2) odpowiednio 


_ Podstawieni 


Sole 1 : Sy 
— u=yexp (+f rae), ; ; 


ey exp(—2 (at) ypexe(—1 fot) | 


NES pias hanlca gash Tonal Se ai Ogee: So estates G= 
4 c 2G Cc AL og cc c ‘ 
4 te) _ 2 , 1\2 um" he ’ Su { 
Stelle eis 
oA on ae Cc? c c Paeats e 3 4\c¢ 


- Zakladajac z kolei 


anes) ; 


Bert teh tiie Z atts t : A : Tee 
_ zamiast rownania (3) mozna rozpatrywa¢ nastepujace wyrazenie przy- 
Wey _blizone 


<o" dla wszystkich ji . (4) — 


wr © a al 
toa gel a) Ue cele 


_ Postawione zalozenia pozwalaja zastapi¢ rownanie uproszcezone 


“As y +o°y=0 

ae wyrazeniem przyblizonym . 

on y= OP +FO}y, 
Beit, gaze: 

ee [f(P=—o. 

ts _ Wyrazenie to ma rozwigzanie ogdlne o postaci 

Breit 


y=C, exp (ifoat) +c, exp (— jfoat). 
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Wprowadzajac oznaczenie y(t)= { wdt, powyzsze wyrazenie mozna przed- 
stawic jako 


y=Ci exp [jp()] +C, exp [—jp(t)]=A cos p(t) + Bsin ¢(t). 


Rozwiazanie szczegdlne r6wnania pelnego otrzyme sie metodg uzmien- 
nienia stalych [7] stosujac wzér 


Ry» Ry, 
ee GAEL ae dt. 
y vs {AY vf ae 


W rozpatrywanym przypadku 


yi=Acosp(t) y,=—¢y(t) Asin p(t) 
y2=Bsing(t) y,=¢ (t) Beos(t) 


R=-—exp (5, | eae) 
Cc 2 ! 


W=yy,—Yoy, =@ (t)- AB. 


; 
4 
4 = 


Podstawiajac odpowiednie wartosci do powyzszego wzoru otrzymuje sie 


y= —coso(0) f a exp (| pat} sin y(t) dt+ 

p(t)c 2 
| , i 1 | 
. Poniewaz +sin 9(t) it oh) 6 exp ( 9 | par] cos p(t) dt. 


sin y(t) cos y(t)—cos (t) sin g(t) =sin [p(t)— ¢(7)], 


powyzsze rozwiazanie mozna napisa¢ w postaci 


| v={ s exp (5 [ 2s) sin [p(t)—(zt)] dt. 
j P(t)e 2 


. Rozwiazanie ogélne rdwnania pelnego otrzymuje sie przez dodanie do 
3 powyzszego wyrazenia rozwiqgzania ogdlnego rdwnania UptoSecro ON co 
-  daje 


y =A ui exp (| ee) sin [g (t)— y(t] dt+Acos ¢(t)+Bsin y(t). 
P(t)c 2 


Poniewaz es 
4 u=y exp ire pdt 


przyblizonym rozwigzaniem rédwnania (1) bedzie wyrazenie 


u=exp(—> | pat} {7 exp| ; | pat sin [p(t)— @(t)] dt+ 


+u, cos [p(t)+ po] exp G > i pai] 
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gdzie uy cos [p(t)+9,]=A cos p(t) + Bsin g(t). 


2.3. ROZWIAZANIE DLA UKZADU SUPERREAKCYJNEGO 


Wilasciwa praca uktadu superreakcyjnego wymaga, aby w czesci okresu 
wygaszania odpowiadajacej tlumieniu poziom drgan wiasnych uktadu 
spadt do poziomu szuméw. Przy spetnieniu powyzszego warunku kazdy 
okres wygaszania mozna rozpatrywac niezaleznie od poprzedniego. 

- Dia poszcezegélnego okresu wygaszania przyjmuje sie nastepujace cha- 
rakterystyczne momenty czasowe: 


t=t, — poczatkowy moment rozpatrywanego okresu wygaszania, 

t=0 — moment, w ktorym przewodnosé osiaga wartos¢ zerowag prze- 
chodzac od wartosci dodatnich do ujemnych, 

t=t, — moment, w ktérym przewodnosé osigga wartos¢ zerowa prze- 


chodzac od wartosci ujemnych do dodatnich. 
Napiecie na obwodzie osiaga wartos¢ maksymalna w chwili t=t, 
i zgodnie ze wzorem (6) jest okreSlone r6wnaniem 


tr t. v 


u(t.) =exp (-=,| eat) { a exp (5 | eae} sin [y(t.)— (2) ] dt+ 
2 Pc 2 
t 


1 Ag 1 te 
1 
+19 coslptts)+edexp(—— frat), 
\ J 
gdzie us Ooznacza amplitude napiecia na obwodzie dla t=t,. Dla pradu 
sygnatu. o przebiegu sinusoidalnym i=Isinw,t, ktorego pochodna 
-i=,I!1cos mst, wzor (7) przybiera postaé 


ta ty 


u(t,)=exp ie 3 Pat) fo? exp(— | par) COS wet Sin [P (ty) — (t)] dt + 
a aM? 


1 1 1 


te 
+ uy Cos [~(t.) + Po] exp i { pat). (8) 


Przeksztatcajac z kolei wyrazenie cos wstsin [p(t.)—¢(t)] i pomijajac 
wyrazy zawierajace [wst+ y(t)], ze wzgledu na ich znikomy wpltyw na war- 
tos¢ catki, przy zatozeniu 


|ost —9(t)| K | st + P(7)| 
wzor (8) sprowadza sie do wyrazenia 


to te T 
1 1 I 
Ults)=— Exp ie | Pat) [ = exp ie pat] sin [w.t— y(t)+ y(t.)] dt+ 
PC 


2 


ti t; ti 


te 
Suwon be alate exp(—> [ pat), (9) 


ty 


Se a ee es OP ea Pere ea 


Tom V — 1956 Analiza uktadu superreakcyjnego 969 


ktére mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci wyktadniczej 
to 


t : iF; ; 
ultJ= Re exp is 3 | Pa) [ exp (| pa) exp j [wst— p(t) + 
2) 2 I) g’c 2 
ty 


t; ty 


ty 


0, 
+ pl(ts)| dr-+uy exp jolts) + pol exp (— = | par}! - (10) 


® t 


Poszukiwana wielkoscia nie jest wartos¢ chwilowa napiecia, lecz jego 
modut i w dalszych rozwazaniach mozna pominaé symbol ‘??e oraz wyra- 
zenie OkreSslajace kat fazowy. Ponadto w normalnie pracujacych uktadach 
superreakcyjnych moment t=t, jest wystarczajaco odlegty od momentu 
t=0, wobec czego drugi sktadnik po prawej stronie rownania (10) nie ma 
praktycznie wptywu na wartos¢ napiecia w momencie t=ty,. 

Uwzgledniajac, ze 


p(t)=fodt=fo,[1+k()]dt=at+ p(t), 


zamiast (10) otrzymuje sie 


t, t, 7 
ee exp e a Pa ee exp ie { pas) exp j [(@s— @o) Peis ; 
2 2 wc aN | 
ty 


1 z 


U(ty)= 


Ze wzgledu na dalsza dyskusje celowe jest przedstawienie powyzszego 


wyrazenia w postaci 


te 


ts Tt 
E()= Se Gant i par) [ 10s xp = i pat) Seat auihest Bienen meen 


wc 
t ; (11) 
Biorac pod uwage, ze w ukladach praktyeznych sq spetnione warunki 
g>c, 
1>k(t), 
Cos Cy ’ 


rownosé (11) mozna przedstawi¢ w postaci uproszczone) 


Tt 


ts a 
1 , ; 
4 (t>)= 1@s exp : [rvat) f exp (5 | pode Jexpt—iv (t)Jexp (—j2r) dt}, 
> 2C po Z 2 
: 0 th 0 (12) 


270 i F. Wisniewski. Arch. Elektrot. 


eee a ry 


Otrzymane rozwiazanie posiada bardziej ogolny charakter niz inne 
dotychczas znane rozwiazania. Odnosi sie ono bowiem zarowno do ukia- 
déw o zmiennej, jak i statej czestotliwosci rezonansowej. W przypadku 
stalej ezestotliwosci ukladu odbiorczego wyrazenie (12) sprowadza sie do 
ogodlnie znanej postaci 


tT 


ts ts 
joao fens 
t.)=—— —* exp |{— | pdt] | exp(— | pdt) exp (— j2rz) dr. 
u (ts) aC, P(; dal ie Ae 
0 0 » 


1 


Ze wzoru (12) wynika, ze maksymalna amplituda napiecia w rozpatry- 
wanym uktadzie superreakcyjnym jest liniowo zalezna od amplitudy 
sygnatu. I dlatego ten rodzaj pracy ukladu superreakcyjnego jest nazwany 


rodzajem liniowym. 


W czasie od t=0 do t=t, wypadkowa przewodnos¢é rzeczywista ukladu 
ma wartos¢ ujemna i powoduje wzrost poziomu drgan. Efekt oddzialy- 
wania ujemnej przewodnosci ukiladu na poziom drgan jest wyrazony 
ezynnikiem 


t 
1 
K,=ex tek kid dt > 13 
P| AG (13) 
0 


ktéry okresla sie jako wzmocnienie superreakcyjne ukiadu. Wzmocnienie 
to bedzie tym wieksze, im wieksza bedzie na wykresie p= f(t) powierzchnia 


ograniczenia osiq czasu i wartoscia p(t) w granicach od t=0 do t=t,. 


Gdyby przewodnosé ukladu nie ulegata zmianie, lecz posiadata wartosé 
stata rownqg Go, to prad sygnatu o czestotliwosci réwnej czestotliwosci 
rezonansowej ukladu i o amplitudzie I, plynacy przez uktad, wywolatby 
na obwodzie napiecie o amplitudzie 

I 


Uo SS 
Go 


_Calkowite wzmocnienie napieciowe ukladu jest okreslone jako stosunek 


maksymalnej wartosci amplitudy napiecia na obwodzie do wartosci okre- 
Slonej powyzej i wyraza sie zaleznoscia 


iD t 


t. 
G s 1 ih 
els 8 exp i. 3 pat) [exe (5 fea exp [—jp(t)] exp (— j2rt) dt}. 
gC @, 2 2 
0 


t; 0 


Wyrazenie 


: 
: 
‘ 
; 
3 
q 
; 
| 
; 


ett ra , 8 
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zostato poprzednio zdefiniowane jako wzmocnienie superreakcyjne. Pozo- 
staty czynnik 


(@he= 


t, ca 
Go i eal \ : 3 
— — | exp|— | pdt) exp [— jw (t)] exp (—jQ2r) dr 
a oe Bop p[—jy(z)] exp (— jQr) 
t 0 


okresla sie jako wzmocnienie reakcyjne ukladu. Dla przypadku w,=@, 
osiaga ono wartos¢ maksymalna 


Pee ae [sexe (ive) a . a) 
th 
pine s(t)=exp (| Pe). 
ae 
Czynnik beat 9 ? 
S(@)= a (t) exp [— jy(t)] exp (—j2r) dr (15) 
0 . 


a 


przedstawia zaleznos¢ wzmocnienia napieciowego uktadu od wzajemnego 
stosunku czestotliwosci sygnalu i czestotliwosci uktadu odbiorczego. Czyn- 
nik ten okresla selektywnos¢ uktadu superreakcyjnego. Przy zatozeniu 


o ’ eee | F 
—*~1, powyzsze wyrazenie ma te sama postaé co modut transformaty 


@ 
Fouriera dla pojedynczego przebiegu, okreslonego w granicach od t=t, 
do t=t, funkcja f(t)=s(t) exp [—jy(t)]. 

Ze wzgledu na szczegdlny wpltyw wyrazenia f(t)=s(t) exp (—jy(t)] 
na prace uktadu superreakcyjnego, wyrazenie to nosi nazwe funkceji 
czulosci i decyduje zar6wno o wzmocnieniu reakcyjnym jak i o charakte- 
rystyce selektywnosci ukladu. Ksztalt modutu funkcji czulosci obrazuje 
przebieg tlumienia obwodu. Waski impuls odpowiada szybkim zmianom | 
przewodnosci uktadu w otoczeniu momentu wzbudzania sie drgan wlas- 
nych. Oznacza to, ze obw6d ma duza dobro¢ w stosunkowo krétkim prze- 
dziale czasu. W wyniku tego uklad ma mate wzmocnienie reakcyjne i jest 
mato selektywny. Szeroki impuls dowodzi, ze obw6éd byt powoli odttu- 
miany i przez stosunkowo dtugi okres czasu posiadat duzq dobroé, co 
w efekcie spowodowato odpowiednio wieksze wzmocnienie reakcyjne 
i wieksza selektywnosé uktadu. Natomiast argument funkcji czulosci obra- 
zuje zmiany czestotliwosci uktadu, jakie maja miejsce w przedziale cza- 
sowym odpowiadajacym odtltumianiu obwodu. Dla ukladu o staltej 
ezestotliwosci argument ma wartos¢ zerowa i wtedy funkcja czuloSsci jest 


‘rzeczywista funkcja czasu. 


eae cha Se ks wig Ti SENT alc AE eli om aT sana me iy NR a Sal EL Rn ae A Te a i | 
i a is es ee ae a fe ph gro meh, MN yak ae 
! 7 


D7 aie F. Wisniewski "Arch. Elektrot. 


2.4. WPLYW ZMIENNEJ CZESTOTLIWOSCI REZONANSOWEJ UKLADU SUPERREAKCYJNEGO 
NA KSZTALT CHARAKTERYSTYKI SELEKTYWNOSCI 


Zmiana czestotliwosci rezonansowej uktadu odbiorczego w jego prze- 
dziale czasowym czutosci znajduje sw6j odpowiednik matematyczny 
Ww zespolonej wartosci funkeji czutosci. Poprzednio wykazano, ze charakte- 
rystyka selektywnosci uktadu jest tak uzalezniona od funkcji czutosci, jak 
modut transformaty Fouriera od funkcji, kt6re] odpowiada. Na tej pod- 
stawie mozna stwierdzi¢, ze zagadnienie okreslenia wplywu zmienne] 
ezestotliwosci rezonansowej uktadu superreakcyjnego na ksztalt charak- 
terystyki selektywnosci sprowadza sie do okreSslenia wiaSciwosci modutu 
transformaty funkcji zespolonej. WtaSciwosci te zostanq okreSlone za 
pomoca szeregu twierdzen odnoszacych sie do teoretycznie mozliwych 
przypadkow. 

Wprowadza sie nastepujace oznaczenia: 
Ss, ice ezes¢ parzysta sktadowej rzeczywistej transformaty, 
— czes¢ nieparzysta sktadowej rzeczywistej transformaty, 
— czes¢ parzysta sktadowej urojonej transformaty, 
S,, — czes¢ nieparzysta sktadowej urojonej transformaty, 
— ezes¢ parzysta sktadowej rzeczywistej funkcji, 
— cezes¢ nieparzysta sktadowej rzeczywistej funkcji, 
— cezes¢ parzysta sktadowej urojonej funkcji, 

f., — czes¢ nieparzysta skiadowej urojonej funkcji. 
Twierdzenie 1 

Jezeli sposrod czterech czesci transformaty S=S,,+S,, +5 (S2,+S2,) przynajmniej 
trzy sq rézne od zera oraz w przypadku, gdy wszystkie cztery czesci sa rézne od zera, 
jest speiniona nieréwnosé S,,S,,,—S,,S,,, to modut transformaty | S(@) | jest nie- 
symetryczny wzgledem cezestotliwosci Srodkowej, a jej funkcja F= hy Hig IU theo 
ma przynajmniej trzy sposrod swych czeSsci rdzne od zera. 


Dowod 
Stosujac znany wzor Fouriera otrzymuje sie 
+00 * 
arf(t)= f S() exp (jot) do= 
—0o 
+00 


+90 
= f S,,(@) exp jot) do+ [ S,,(@) exp (jot) do+ 
—oo — 4 


+c0 +00 
tl f S., (@) exp (jwt) dw+j f S,,, (@) exp (jat) dw = 
sce si 


(@) cos ot dw+ 


In 


+0co +-0o +co 
= J S,,@) cos otdw+j f S,,(w)sin wtdo + fs 
—oc —oco —os 
+00 + 
+5 f S,,() sin otdo+; 
—oo 


oo +o0 : 
J S,,(@) cos wtdo — f S,,(o) sin otdo+ 
fe,<) —oo 


+90 +00 
ae!) f Sy,,(@) cos otda— i S,,(@) sin wt da, 
—oo 


—co 
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Z ostatnich oSmiu catek druga, trzecia, szésta i siodma sa réwne zeru [4], a zatem 


(w) sin atdw+ 


+00 +°co 
2rf()= f S,,(w)cos wtdo— { s 
—co 


2n 


i —) 
: Ree 
q 
- Teg J S,,(@) sin otdw+j me S,,(@) cos wotda. 
j 
Pierwsza z powyzszych catek okresgla rzeczywista i parzysta czes¢ f(t), druga catka 
okresla rzeczywista i nieparzysta czesé f(t), trzecia okresla czesé¢ urojona nieparzysta, 
; a czwarta — czes¢ urojong parzysta. Jezeli przynajmniej trzy sposréd czterech czesci 
: transformaty sq rozne od zera, to funkcja f(t) ma przynajmniej trzy sposr6d swych 
ezesci rézne od zera. 
: Dla przypadku, gdy wszystkie cztery czeSci transformaty sa rézne od zera 
f 
' |S(@)|?=|S,,(@)+S,,(@)|?+| Sp, (@) +S», (0) |?, 
| NGS @) [P= |S, ,(@)—S,,,(@)| es S2, (w)—S,,,(@)|? 
: odejmujac powyzsze wyrazenia stronami otrzymuje sie 
; |S(@) |?— |S(—@)|?=4 8, S;, +48. Son- 
F Aby powyzszy wynik byt rézny od zera, musi by¢ spelniony warunek Sip Sin oes Sop Son 
_  iwtedy modut transformaty jest niesymetryczny. 
: Twierdzenie 2 
I Jezeli transformata S(w) rzeczywista ma czes¢ parzysta i czes¢ nieparzysta, to 
: jej funkeja f(t) jest zespolona i ma czeSé€ rzeczywista parzysta, a czeSé urojona nie- 
: parzysta. 

Dowod 


Poniewaz transformata jest rzeczywista zatem 
S,,=0 oraz S,,=0 


i funkcja jest okreslona nastepujacym wzorem 


; +20 +cco 
f 1 ; 
f()=—— | S,,() cos otdo +—— S,,(@) sin wtda. 
QT. P Qn 
—co —co 


Pierwszy sktadnik rownania przedstawia rzeczywista i parzysta czes¢ funkcji, drugi —- 
ezes¢ urojona i nieparzysta. 
Twierdzenie 3 

Jezeli transformata S(m) urojona ma czeS¢ parzysta oraz czes¢ nieparzysta, to 
jej funkcja f(t) jest zespolona i ma czes¢ rzeczywista nieparzysta, a czeS¢ urojona 
parzysta. 
Dowdod 

Poniewaz transformata jest urojona przeto 


S,,=0 oraz  S,,=0 


In 


i wyrazenie okreslajace funkcje przybiera nastepujaca postac: 


+00 
1 
BRC a ifs, (w) cos wtdwa— ex [suc sin wtdo. 
—oo nod 
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Powyzsze twierdzenia wyczerpuja wszystkie mozliwe przypadki istnienia niesy- 
metrycznego modutu transformaty i wynika z nich, ze koniecznym warun- 
kiem powstania niesymetryceznego modutu transformaty 
Fouriera jest zespolona wartosé funkcji. 

‘W dalszym ciagu zostana rozpatrzone wtasciwosci moduléw transformat, ktorych 
funkcje maja wartos¢ zespolona. ; 


Twierdzenie 4 

Jezeli sposréd czterech czesci funkcji f=f,,+f,,+iG,, +h.,) przynajmnie; trzy sa 
rozne od zera iw przypadku, gdy wszystkie cztery czeSci sa rdzne od zera, jest 
speIniona nierdwnosé 


+00 ae 

| f,,»@ cos otdw if f,,(@ sin wtda 
oo —oo 

-b990 és +00 ; 


J fz, cos ot do f f»() sin otdo 
—co —0CO 


to transformata funkcji jest zespolona, a jej modut | S(«) | ma czes¢ parzysta i ezes¢ 


nieparzysta. 

Dow6d analogiczny jak w twierdzeniu 1. : 
Twierdzenie 5 

Jezeli funkcja f(t) jest zespolona i ma tylko czesci parzyste, to jej transformata 
(@) jest zespolona, a jej modut | S(o)| jest symetryczny wzgledem czestotliwosci srod- 
kowej. 
Dowod 

Poniewaz czesci nieparzyste sa rowne zeru wiec 


ap (t) cos wt da 


+co +0 
S()= f f,() cos wtdtt+j ff. 


i modut transformaty jako pierwiastek z sumy kwadratéw dwéoch funkcji parzystych, 
jest symetryczny wzgledem czestotliwosci Srodkowej. 
Twierdzenie 6 

Jezeli funkeja f(t) jest zespolona i ma tylko czesci nieparzyste, to jej trans- 
formata S(w) jest zespolona, a jej modut | S(@) | jest symetryczny wzgledem czestotli- 
wosci srodkowej. 

Dow6d analogiczny jak w twierdzeniu 5. 


Twierdzenie 7 


Jezeli funkcja zespolona f(t) ma tylko dwie czeSci, z ktorych jedna jest parzysta, 
a druga nieparzysta, to jej transformata S{w) jest rzeczywista lub urojona i niesy- 
metryczna wzgledem czestotliwosci srodkowe} 


Dowod 
Przypadek 1 


stad 


+20 


S$ (o)=-3 ie Fin) sin otdt ts ee (1) cos wtct. 
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Transformata ma ezes¢ parzysta i nieparzysta, ezyli es niesymetryezna wzgledem 
ezestotliwosci srodkowej. 


Przypadek 2 
f,,=0, f.,=, 
stad 
4 +co 


S(@)= e [ F, cos wt dt + =p f,,(t) sin otdt. 


=o 


tliwosci Srodkowej. 


W rzeczywistych uktadach superreakcyjnych moga mieé miejsce naste- 


pujace przypadki: 


-_ Przypadek 1 


Zmiany przewodnosci i czestotliwosci ukiadu odbiorezego maja prze- 
biegi symetryezne wzgledem momentu powstawania drgan wlasnych 
ukiadu (t=0), co daje skladowa rzeczywista i sktadowa urojona funkcji 
czuiosci w postaci funkcji parzystych. 

Charakterystyka selektywnosci takiego ukladu bedzie symetryczna, 
lecz mozliwe jest jej odksztatcenie i poszerzenie w stosunku do charakte- 
rystyki selektywnosci odpowiadajacej ukladowi 0 stale] czestotliwosci. 


a ae ee 


ee 


Przypadek 2 


Funkcja czuloSci ma wartosé zespolona, a jej skiadowa rzeczywista 
lub urojona, albo tez obie, maja czeSci parzyste i nieparzyste réwnoczeSnie. 
Przypadek ten odpowiada 


ee ee ee ee Oe A) 


a. niesymetrycznemu przebiegowi zmian przewodnosci ak 
przy symetryecznym przebiegu zmian czestotliwosci wzgledem t=0 ; 

b. niesymetrycznemu przebiegowi zmian czestotliwosci przy syme- 
trycznym przebiegu zmian przewodnosci rzeczywistej wzgledem t=0; 

c. niesymetrycznym przebiegom zmian przewodnosci rzeczywiste]j 
i ezestotliwosci wzgledem t=0. © 

Charakterystyka selektywnosci takiego uktadu bedzie niesymetryczna 
Zz wyjatkiem przypadk6éw szczegéInych, okreSslonych w zatozeniach twier- 
dzenia 4. Mozliwe jest rowniez dodatkowe jej.odksztaicenie i. posze- 
rzenie w stosunku do charakterystyki odpowiadajacej ukladowi o stalej 
czestotliwosci. 

Przypadki omawiane w twierdzeniach 2, 3, 6 i 7 nie wystepuja w ukia- 
' dach superreakcyjnych, poniewaz wymagaja przyrostow przewodnosci 
| i ezestotliwosci o réznych znakach po obu stronach momentu t=0, co jest 
niezgodne z normalnymi warunkami pracy ukladu. 


A 
‘ 
3 
f r 
n: 
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Transformata ma czes¢ parzysta i nieparzysta i jest niesymetryczna wzgledem czesto-. 
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3. POROWNANIE WYNIKOW OBLICZENIOWYCH 
Z WYNIKAMI DOSWIADCZALNYMI DLA CHARAKTERYSTYK 
SELEKTYWNOSCI UKLADOW O ZMIENNEJ CZESTOTLIWOSCI 
REZONANSOWEJS 


3.1. ZRODLA ZMIAN CZESTOTLIWOSCI REZONANSOWEJ UKLADU SUPERREAKCYJNEGO 


Zasadniczo mozna wyodrebni¢ dwa czynniki powodujace zmiane cze- 
stotliwosci odbiornika superreakcyjnego: pierwszym z nich jest zmiana 
pojemnogci miedzyelektrodowych, drugim — reaktancyjne dzialanie 
lampy. 

Wskutek napiecia wygaszajacego zmienia sie wartos¢ chwilowa pradu 
plynacego przez lampe, wobec czego nastepuje zmiana pojemnosci miedzy- 
elektrodowych w takt zmian tadunku przestrzennego. Procentowa zmiana 
ezestotliwosci ukladu wywolana ta sama zmiang pojemnosci miedzy- 
elektrodowych bedzie wzrasta¢ w kierunku wiekszych czestotliwosci. 
Wynika to stad, ze ze wzrostem czestotliwosci maleje pojemnos¢ obwodu 
i te same zmiany pojemnosci miedzyelektrodowych spowoduja procen- 
towo wieksze zmiany pojemnosci wypadkowej. 

Drugim ezynnikiem powodujacym zmiane czestotliwosci jest reaktan- 
cyjne dzialanie lampy. Dla triody, w uktadzie z dodatnim sprzezeniem 
zwrotnym, stuszny jest wzor [5]. 


dua ey 0a as 1 
dig 1—mK, 1 
» —=— MSq 
Qa 
gdzie 

dua — przyrost potencjatu anody, 

dig‘ — przyrost pradu anodowego, 

0a — Opornos¢ wewnetrzna lampy, 


Ka —-wspolczynnik amplifikacji lampy, 
Sq -— nachylenie charakterystyki pradu anodowego, 
m -— wspdiczynnik sprzezenia zwrotnego. 
Na og6l wspoltezynnik sprzezenia zwrotnego nie jest wartoscia rzeczy- 
wista i ma postac ogélna 


M=mM,+jMg. 


Wstawiajac to wyrazenie do poprzedniego wzoru otrzymuje sie 


Rownanie powyzsze przedstawia trzy opornosci polaczone réwnolegle. 


’ 
: 
= 


ae eT en 
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Dwie z nich sa rzeczywiste, a trzecia — urojona. Wyraz — przed- 


jMSa : 
stawia opornosé urojona dolaczona rdwnolegle do wewnetrznej opornosci 


lampy. Reaktancja ta zmienia swa wartosé ze zmiana Sg powodujac zmiane 
ezestotliwosci obwodu rezonansowego dotaczonego do lampy. 


3.2. METODY POMIAROWE 


3.2. 1. Uktad pomiarowy. W celu doswiadczalnego potwierdzenia stusz- 
nosci wynikow przedstawionej analizy, wykonano obliczenia i pomiary dla 
dwoéch uktadéw ‘doSwiadezalnych pracujacych na czestotliwosci_ okoto 
500 kHz. Ze wzgledu na duza pojemnos¢ zewnetrzna, uzyta w tych ukta-_ 
dach, pominieto wplyw, jaki wywiera zmiana pojemnosci miedzyelektro- 
dowych lampy na czestotliwos¢ uktadu. W obliczeniach uwzgledniono 


Od biornik 
super — 
reakcyjny 


Generator 
sygnatow 
wzorcowych 


Oscylograf 


Generator 
napiecia 
wygaszajacego 


Rys. 2. Schemat blokowy ukladu pomiarowego. 


tylko zmienna przewodnos¢ zespolona, kt6rag lampa wnosi do uktadu 
wskutek zespolonej wartoSci wspdtczynnika sprzezenia zwrotnego. 

W ukladzie pomiarowym, ktérego schemat blokowy pokazano na 
rys. 2, generator sygnal6w wzorcowych jest zrédiem sygnal6w w. cz. 
0 znanym poziomie i czestotliwosci. Wskaznikiem poziomu drgan w. cz. 
w uktadzie superreakcyjnym jest przeskalowany oscylograf, dolaczony 
na state do uktadu miedzy anode i katode lampy superreakcyjnej. Spe- 
ejalny generator dostarcza napiecia wygaszajacego 0 znanym ksztatcie, 
wartosci i czestotliwosci. 

3.2.2. Pomiar charakterystyki selektywnosci. Charakterystyke selek- 
tywnosci odbiornika superreakcyjnego pracujacego liniowo okreSla zalez- 
nosé istniejaca miedzy wartoscia a czestotliwoscia sygnatu wejsciowego, 
dajacego staly poziom drgan w. cz. na wyjsciu odbiornika. 

W ukladzie pomiarowym, jak na rys. 2, przy okreslonych napieciach 
zasilajacych odbiornik przyktada sie na wejscie ukladu sygnal o czesto- 
{liwosci dostrojenia odbiornika i o takiej wartosci, aby obraz drgan ogla- 


lammpe 


Ty LEN es ae ar a 
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i ee ee 


dany na oscylografie byt dostatecznie duzy oraz aby drgania nie dochodzity 
do poziomu ustalonego, lecz liniowo zmienialy sw6j poziom ze zmiana 
wartosci sygnatu wejsciowego. Nastepnie zmienia sie czestotliwos¢ przy- 
jozonego sygnatu, zwiekszajac jednoczesnie jego poziom, aby utrzymac 
stalg wysokosé obrazu drgan. Uzyskana w ten sposdb charakterystyka 
okresla selektywnos¢ badanego odbiornika. 


3.3. METODY OBLICZENIOWE 


ARs fae Funkeja przewodnosci zespolonej uktadu superreakcyjnego. Dia 
zadanych elementéw ukiadu oblicza sie stosunek napiecia wystepujacego 


-miedzy siatka a katoda do napiecia wystepujacego miedzy anoda a katoda 
oraz przesuniecie fazowe miedzy tymi napieciami. Przedstawiajac ten 


stosunek w postaci 


a 4 
m=m exp (jp) =m, + jm, 
wyznacza sie czes¢ rzeczywista i czeS¢ urojong wspdlezynnika sprzezenia 
zwrotnego. Nastepnie, za pomoca charakterystyk lampy, okreSla sie [12] 
przebieg funkcji zmiennej przewodnoSsci rzeczywistej] wnoszonej przez 


G(t) =—mM,Sat Ga 


oraz przebieg funkcji zmiennej przewodnosci urojonej 


jB(t)= —jm.Sq. 


3.3.2. Charakterystyka selektywnosci. Charakterystyka selektyw- 
nosci ukiadu superreakcyjnego o zmiennej czestotliwoSsci jest okreslana 
za pomocg wyrazenia (15) o postaci ; 


S(o)= | f s(x) exp [—jy(@)] exp (—J20) dr 


Powyzsze wyrazenie ma posta¢ modulu transformaty Fouriera prze- 
biegu okreslonego za pomoca funkcji zmiennej zespolonej. 

Przed przystapieniem do wykonywania wtasciwych dziatan — zgodnie 
ze wzorem Fouriera — nalezy wyznaczy¢ przebieg funkcji czulosci. Modul 
tej funkcji 


\ 
s(t)=exp Gy, Do ef 
0 
oblicza sie metoda wykreslngq [12]. W celu wyznaczenia przebiegu argu- 


mentu p(t)= f Awdt nalezy powiaza¢ wartosci parametréw uktadu z argu- 
0 


mentem funkcji czutosci. 


wai 


; 


wis Se age da a SM ae tak inc ea a OS LBP a A 
4 > Pw > ae , ‘ > 
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— a 


Jak wiadomo, czestotliwos¢ chwilowa ukladu jest okreslona wzorem 


I 
= et Wytdo, 
/L 
vic VLC, nyu tee gaia i 
gdzie AG=C—C,;:> oraz. Aa=w— ow, 
skad przyrost czestotliwosci 


0 


ampa wnosi do ukiadu przewodnosé urojona, ktérej wartos¢ 
AB=oAC~ AC. 


Podstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru na przyrost czestotliwosei 
otrzymuje sie 


i zaleznos¢ argumentu funkcji ezulosci od parametréw ukladu mozna 
przedstawic jako 


Tt Tt 


y()= [sotem [4 Bdt= — ASqdt. 
0C, 


x 


Poniewaz funkcja czujosci moze mie¢ przebieg trudny do przedstawienia 
w sposdob analityczny, wyznaczenie widma w takim przypadku odbywa 
‘sle zwykle za pomocg metody analityczno-wykreslnej. W tym celu nalezy 
analizowany przebieg roztozy¢ na czes¢ rzeczywista i czesé urojona. 
Opierajac sie na liniowoSci przeksztatcenia Fouriera autor rozkiadat na- 
stepnie kazda z tych czeSci na mozliwie najmniejszq ilos¢ figur prostych 
jak tréjkat i prostokat, dla nich wyznaczat transformaty i odpowiednio je 
dodawal. 


3.4. WYNIKI POMIAROW I OBLICZEN 


PrzykYad-1 
Dane uktadu 


Pomiary i obliczenia wykonano dla ukladu superreakcyjnego fo) naste- | 


pujacych danych: 
Diatmue. *Y,, Uwyg= 4,5 Vsx, (sinusoidalne) 
a — Oe Vs fina. eye REZ, 
Uweo=—5,4 V, fo =525 kHz, 
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gdzie 
Ua) — state napiecie anodowe, 
Us, — state napiecie siatkowe, 
Uwz) — napiecie siatkowe przy ktorym wzbudzaja sie drgania wtas- 
ne uktladu, 1 
Uwyg —— napiecie wygaszajace, 
fwyg — czestotliwos¢ napiecia 
wy gaszajacego, 0,8 
fo — czestotliwosé rezonan- ons 


sowa uktadu. 


Rys. 3. Uproszezony schemat uktadu 
; superreakcyjnego. 


10 


20 


100 
i) ee Le =) 15) AR 


® zmierzone [kHz] 
© obliczone z s(t) 
e obliczone dla pracy uzaleznionej od nachylenia 


Rys. 5. Charakterystyka selektywnosci 
uktadu. 


Rys. 4. Funkcja czutosci. 


Uproszcezony schemat omawianego 
uktadu jest przedstawiony narys. 3, 
a wyniki obliczen i pomiaroOw sa 
przedstawione na rys. 41 5. 


Rys. 6. Uproszezony schemat uktadu 
superreakcyjnego. 


leita hilt me 
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Pray kiad? 2 
Dane uktadu 


Pomiary i obliczenia wykonano dla uktadu superreakcyjnego o naste- 
pujacych danych: 


a 
Gig al tow N, Eooue Uae 


hs: a 6,8 We fwyo = 1820 sla 
Uwzo = — 5,6 V, fo = 525 kHz, 
Uproszcezony schemat omawianego ukladu jest przedstawiony na Tys. 6, 


natomiast wyniki obliczen lacznie z wynikami pomiaroéw sq przedstawione 
Maryse (4 Bs 


Uwej 


Uwej rez 


0 
-305 -244 -183 -122 -61 0 61 122 163 t OTS 5e ee Oe ON) MOORE ON On ORAS 


[use] y [kHz] 


@® pomierzone 
o obliczone 


Rys. 7. Funkcja czutosci. Rys. 8. Charakterystyka selektywnosci 
uktadu. 


3.5. WNIOSKI 
1 


Przyktad pierwszy dotyczy uktadu superreakcyjnego z wygaszaniem 
sinusoidalnym, dla kt6rego bez uwzglednienia zmiany czestotliwoésci rezo- 
nansowe}j stosuje sie wzory dla pracy uzaleznionej od nachylenia. Rys. 5 
przedstawia trzy charakterystyki selektywnosci: zmierzona, obliczong 
wedtug wzoru dla pracy uzaleznionej od nachylenia i obliczong metodq 
widmowa, z uwzglednieniem zmiany czestotliwosci ukladu odbiorczego. 
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Najbardziej waska jest krzywa obliczona wediug wzoru dla pracy uza- 
leznionej od nachylenia. Krzywa obliczona metoda widmowa pokrywa 
sie z krzywq zdjeta na drodze eksperymentalnej do 5-krotnego spadku 
_ wzmocnienia, a dale} wykazuje pewna rozbieznosé, choé charakter prze- 
biegu obu krzywych pozostaje ten sam. Wystepujaca rozbieznos¢ jest 
prawdopodobnie spowodowana niescisloscig wykreslone] metody oblicza- ~ 
nia widma. Z przyktadu widaé, ze zmiana czestotliwosci ukladu odbior- 
_ezego powoduje nie tylko niesymetrie charakterystyki, lecz rowniez jej 
poszerzenie, czyli zmniejszenie selektywnosci ukiadu. 

Przyktad drugi dotyczy uktadu superreakcyjnego, w ktérym zastoso- 
wano napiecie wygaszajace o specjalnym ksztaicie w celu zwiekszenia 
selektywnosci uktadu przy zachowaniu stalej czestotliwosci wygaszania 
i state] wartoSci wzmocnienia. 

Na rys. 8 przedstawiono dwie charakterystyki selektywnoSsci: zmie- 
rzong i obliczong. Podobnie jak w przyktadzie pierwszym obie charakte- 
rystyki pokrywaja sie do pieciokrotnego zmniejszenia wzmocnienia. Dalej 
wystepuje pewna rozbieznos¢ miedzy wynikami pomiaréw i obliczen, 
mimo to charakter obu krzywych jest ten sam. Rozbieznosé ta lezy w gra- 
nicach bledu obliczenia transformaty funkcji czutosci. W przyktadzie dru- 
gim niesymetria krzywej selektywnoSsci ma przeciwny znak niz w przy- 
ktadzie pierwszym, przy czym krzywa selektywnosci ma _ specyficzny 
ksztalt. Jest to spowodowane ksztaltem napiecia, wygaszajacego, ktére 
oddziatywuje na selektywnos¢ uktadu nie tylko na odcinku o najmniej- 
szym nachyleniu, lecz r6wniez czesSci o wiekszym nachyleniu wywieraja 
-pewien wplyw, co przejawia sie w rozszerzonej] dla wiekszych ttumien 
charakterystyce selektywnosci. 

_/Powyzsze przyklady potwierdzajqa slusznos¢ przeprowadzonej analizy 
i stosowanych metod obliczeniowych, wskazujac jednoczesnie na duza 
zawilos¢ obliczen przy wyznaczaniu charakterystyki selektywnosci me- 
toda widmowa. Zwiazany z ta metoda pewien stopien przyblizenia unie- 
mozliwia doktadne wyznaczenie przebiegu charakterystyki selektywnosci 
_przy wiekszych tlumieniach. 


4, CHARAKTERYSTYKI SELEKTYWNOSCI ODBIORNIKOW 
SUPERREAKCYJNYCH PRACUJACYCH NIELINIOWO 


Przeprowadzona analiza odnosila sie do uktadéw superreakcyjnych, 
pracujacych liniowo. Ponizej zostanie rozpatrzona mozliwosé zastosowa- 
nia pewnych wynikow tej analizy do uktadow pracujacych nieliniowo. 

Uktady superrakcyjne pracujace nieliniowo stuzazreguty do odbioru 
ciagtych sygnatow modulowanych i maja wewnetrzny uktad detekcyjny, 
dajacy bezposrednio na wyjsciu sygnat matej czestotliwosci. Ze wzgledu 
na prawie stata wartos¢ maksymalnego poziomu impulséw drgan wielkiej 
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ezestotliwosci w uktadzie nieliniowym, nie mozna okreslié charakterystyki 
selektywnosci uktadu w taki sposéb jak dla pracy liniowej. 

Jak wiadomo, w nieobecnosci sygnalu poczatkowy poziom drgan jest 
okreslony wartoscia napiecia szumu na wejéciu ukladu. Na wyjsciu otrzy- 
muje sie szum m. cz. charakterystyczny dla odbiornikéw superreakeyjnych 
pracujacych nieliniowo. Z chwila pojawienia sie sygnatu poziom szumu 
na wyjsciu zmniejsza sie w zaleznosgci od stosunku sygnatu do szumu 
na wejsciu odbiornika. Definiujac charakterystyke selektywnosci uktadu 
odbiorczego jako zaleznos¢ poziomu sygnalu wejsciowego od czestotliwo- 
Sci, ktory daje staly efekt wyjSciowy, otrzymuje sie prosty sposéb wy- 
znaczania charakterystyki selektywnosci ukladu nieliniowego. Przykta- 
dajac na wejsciu niemodulowany sygnat w. cz. o takiej wartosci, aby 
zmniejszyé poziom szumu m. cz. na wyjsciu o pewien stosunek, na przy- 
ktad dziesieciokrotnie, okreSla sie wartos¢ tego sygnaltu w zaleznosci od 
ezestotliwosci. Otrzymana zaleznos¢ przedstawia charakterystyke selek- 
tywnosci ukladu odbiorczego. 

Z analizy dla pracy liniowej wiadomo, ze ‘caltkowite wzmocnienie 
uktadu dzieli sie na wzmocnienie reakcyjne, zalezne od czestotliwoSsci 
sygnalu, i wzmocnienie superreakcyjne, niezalezne od czestotliwosci sy- 
gnatu. Poniewaz wzmocnienie superreakcyjne, nie zalezy od czestotliwosci 
sygnailu i jednakowo dziata na szum i sygnal, dia otrzymania statego 
efektu wyjSciowego m. cz. nalezy utrzymac staty stosunek sygnalu do 
szumu po wzmocnieniu reakcyjnym. 

Uktad nieliniowy w poczatkowej czesci okresu wygaszania pracuje 
jako uktad liniowy. Praca staje sie nieliniowa dopiero przy stosunkowo 
duzym poziomie drgan, gdy sygnat zewnetrzny nie ma praktycznie zad- 
nego wplywu na proces zachodzacy w uktladzie superreakcyjnym. Stad 
wynika, ze wzmocnienie reakcyjne i selektywnos¢ ukladu nieliniowego 
sq okreslone w liniowym okresie pracy ukiadu i dla ich wyznaczenia 
mozna stosowaé te. same wzory co dla rodzaju liniowego. A wiec wszystkie 
rozwazania dotyezace odksztatcen charakterystyki selektywnosci przepro- 
wadzone dla pracy liniowej, odnosza sie rowniez do pracy nieliniowej. 


Praca niniejsza stanowi zasadniczq czesé dysertacji | kandydackiej 
zlozonej na Wydziale Lacznosci Politechniki Warszawskie)j. 

Autor pragnie w tym miejscu ztozyé gorace podziekowanie Prof. 
Drowi Inz. J. Groszkowskiemu — Kierownikowi Naukowemu Aspiran- 
tury za opieke w czasie prowadzenia pracy i za krytyczne przejrzenie 
rekopisu. Dyrekcji Przemysiowego Instytutu Telekomunikacyjnego autor 
jest zobowiazany za zezwolenie na wykonanie czesci doswiadezalnej 
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Dodatek 


DOSWIADCZALNE STWIERDZENIE WPLYWU POSZCZEGOLNYCH CZYNNIKOW 
NA WIELKOSC ODKSZTALCANIA CHARAKTERYSTYKI SELEKTYWNOSCI 


1, METODY POMIAROWE 
1.1. Uktad pomiarowy : 

Celem dosSwiadcezen byto uchwycenie poszezegdlnych ezynnikow wplywajacych 
na niesymetrie, jak rowniez okreélenie ogdlnych prawidelt, ktorym podlega samo 
zjawisko. DoSwiadczenia przeprowadzono dla stalej czestotliwosci sygnalu a zmiennej 
ezestotliwosci ukladu odbiorczego. Pomiary wykonywano na dwéch modelach pra- 
cujacych w uktadzie Hartleya i Colpittsa na czestotliwosci okoto 500 kHz. 

W uktadzie pomiarowym jak na rys. 2 przeprowadzono szereg pomiardw, 
przy ktérych za zmienny parametr kolejno uwazano: 

a) wartos¢ i znak zmiany czestotliwosci uktadu odbiorczego, 

b) wartose czesci rzeczywistej wspotczynnika sprzezenia zwrotnego, 

c) ksztatt napiecia wygaszajacego, 

d) rodzaj uktadu generacyjnego. 


1.2. Pomiar charakterystyki selektywnoSsci 


Pomiar charakterystyki selektywnosci przeprowadzono w identyezny sposob jak 
opisany w rozdziale 3.2.2. 


1.3. Pomiar charakterystyki zmian czestotliwosci 


Do badanego odbiornika dotaczono tak dobrany opér rzeczywisty, aby uzyskaé 
przesuniecie punktu powstawania drgan ukladu w okolice zera napiecia siatkowego. 
Opor dolaczono miedzy anode i katode lampy, poniewaz takie dotaczenie nie powo- 
duje zmiany wartosci wspodliczynnika sprzezenia zwrotnego. Nastepnie, za pomoca 
mozliwie malego sygnatu wejSciowego, okreslono czestotliwosé rezonansowa ukladu 
odbiorezego w funkcji napiecia siatkowego. | 
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1.4. Pomiar charakterystyk selektywnosci dla roznych zmian czestotliwosci uktadu 
odbiorczego 


Dla wywotania zmian czestotliwosci uktadu odbiorczego w funkcji napiecia 


siatkowego wykorzystano zjawisko reaktancyjnego dziatania lampy, ktore wystepuje 
w przypadku zespolonej wartosci wspotezynnika sprzezenia zwrotnego (patrz 3. 1.). 
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Rys. 9. Zaleznosé niesymetrii od charakterystyki zmian 
ezestotliwosci. 


Przez zmiane wartosci i znaku urojonej czesci wspdiczynnika sprzezenia zwrot- 
nego uzyskiwano rozne co do wartosci i kierunku. zmiany czestotliwosci ukladu 
odbiorczego w funkcji napiecia siatkowego. Zmiane wartosci czesci urojonej wspdt- 
ezynnika sprzezenia zwrotnego otrzymywano przez zmniejszenie lub zwiekszenie 
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wartogci oporu bocznikujacego pojemnos¢é siatka-katoda. Poniewaz czes¢ rzeczywista 


wspotezynnika sprzezenia zwrotnego byta znacznie wieksza od czesci urojonej, 
mozna nie uwzglednia¢ wplywu zmiany oporu boeznikujacego pojemnosé .C,, na 
wartosé czesci rzeczywistej. Zmiane znaku ezesci urojonej uzyskiwano Ww tym 
samym, ukladzie Hartleya dolaczajac opory raz rownolegle do pojemnosgci C,,, drugi 
raz szeregowo z indukcyjnogciq sprzegajaca i tak kazdorazowo dobierajac wartos¢é 
obciazenia, aby uzyska¢ staty punkt wzbudzania sie drgan. Pomiary charakterystyk 
selektywnogci dla réznych charakterystyk zmian ezestotliwosci uktadu odbiorczego 


byty wykonywane przy zadanym ksztatcie, wartoSsci i ezestotliwosci mnapiecia. 


wy gaszajacego. 
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Rys. 10. Niezaleznosé niesymetrii od rodzaju uktadu generacyjnego. 
a. uktad Hartleya, b. uklad Colpittsa. 


1.5, Pomiar charakterystyk selektywnosci dla rdznych ksztatt6w napiecia wyga- 
szajacego 

“Po uktadu odbiorczego o statych parametrach przyktadano napiecie wygaszajace 

o réznych ksztaltach i wartosciach, lecz o tej samej ezestotliwosci i tak kazdorazowo 


dobierano wartos¢ stalego ujemnego napiecia siatkowego, aby otrzymaé te sama 
wartose wzmocnienia ukladu. 


2. DYSKUSJA WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH 


Z przeprowadzonych doswiadczen wynika, ze niesymetria krzywej selektywnosci 
nie zalezy od rodzaju ukltadu generacyjnego, lecz zalezy od charakterystyki zmian 


ezestotliwosci uktadu odbiorezego, wartosci czesci rzeczywistej weporcaynnike sprze- 
zenia zwrotnego oraz od ksztattu napiecia wygaszajacego. 
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Dla zadanego napiecia wygaszajacego i stale] wartosci czeSci rzeczywiste} wspdét- 
czynnika sprzezenia zwrotnego niesymeitria jest tym wieksza, im wieksza jest zmiana 
ezestotliwosci uktadu w okresie narastania drgan. Odwroécenie kierunku zmian 
cezestotliwosci powoduje zmiane niesymetrii, to znaczy, jezeli charakterystyka byta 
bardziej rozciagnieta w kierunku mniejszych czestotliwosci, to po zmianie jest 
bardziej rozciagnieta w kierunku ezestotliwosci wiekszych. 

Wzrost czesci rzeczywistej wspdliczynnika sprzezenia zwrotnego wymaga odpo- 
wiedniego wzrostu wartosci zmian czestotliwosci ukladu odbiorczego, dla otrzymania 
tej samej procentowej wartosci niesymetrii. 
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Rys. 11. Zaleznosé niesymetrii od charakterystyki zmian czestotliwosci 
i wspdiczynnika sprzezenia zwrotnego. a. uktad nieobciazony — stabo 
sprzegniety, b. uktad obciazony — silnie sprzegniety. 


SzczegodlIny wplyw na niesymetrie ma ksztalt napiecia wygaszajacego. Pozosta- 
wienie innych parametréw uktadéw bez zmian, a zmienianie tylko samego ksztaltu 
napiecia wygaszajacego wykazuje, ze w zaleznosci od tego czy napiecie wygasza- 
jaco ma w czasie narastania drgan ksztalt wkleslty czy wypukly, krzywa selektyw- 
nosci jest bardziej rozszerzona z jednej lub drugiej strony swego wierzchotka. 

Przedstawiona w poprzednich rozdziatach teoria jest w catkowitej zgodnosci 
Z powyzszymi wynikami doswiadczalnymi i ttumaczy je w nastepujacy spos6b. 

Pierwsza grupa doSwiadczen obejmowatla zaleznose niesymetrii charakterystyki 
selektywnosci od wartosci zmian czestotliwosci uktadu odbiorczego. Doswiadczenia 
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wykonano dla uktadu o zadanej wartosci ezesci rzeczywiste] wspdlczynnika sprze- 
gzenia zwrotnego i o zadanym napieciu wygaszajacym. Oznacza to, ze modut funkcji 
ezutogci byt wartoscia stata. Zwiekszenie zmian czestotliwosci jest rownoznaczne 
powiekszeniu czeSci urojonej funkcji czutosci w stosunku do czesci rzeczywistej 
i powoduje wzrost wartosci niesymetrii charakterystyki. Odwrécenie kierunku zmian 
ezestotliwosci zmienia znak niesymetrii, poniewaz rownoczesnie odwraca niesymetrie 
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Rys. 12. Zaleznos¢ niesymetrii od ksztaltu napiecia wygaszajacego. 
a. napiecie wygaszajace 0 ksztatcie wypukiym, b. napiecie wygasza- 
jace o ksztaicie wklestym. 


sktadowej rzeczywistej i sktadowej urojonej transformaty. Przy statej czestotliwosci 
-uktadu funkcja czutosci ma wartos¢ rzeczywista i daje symetryczna charakterystyke 
selektywnosci. 

Dalsze do$Swiadczenia wykazaty, ze dla utrzymania stalej procentowej wartosci 
niesymetrii nalezy rownoczesnie ze wzrostem czeSci rzeczywiste] wspdliczynnika 
sprzezenia zwrotnego zwiekszy¢ wartos¢ zmiany czestotliwosci uktadu. Na podstawie 
przedstawionej teorii zaleznos¢ ta jest oczywista. Zwiekszenie czesci rzeczywistej 
wspolicezynnika sprzezenia zwrotnego jest rownoznaczne zmniejszeniu  szerokosci 
przebiegu okreslonego funkcjq czutosci. Dla otrzymania tej samej procentowej nie- 
symetrii, konieczne jest zachowanie stalego stosunku miedzy czescia rzeczywista 
a urojong funkcji czutosci, co wymaga odpowiedniego wzrostu wartosci zmian 
ezestotliwosci. 

Zmiana ukladu generacyjnego nie ma wplywu na niesymetrie, gdyz nie zmienia 
ksztaltu funkeji czutosci. 

Ksztalt napiecia wygaszajacego okreSla przebieg funkcji przewodnosci i przebieg 
zmian.czestotliwosci ukladu. Zmiana ksztattu napiecia wygaszajacego z wklestego 
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na wypukly, przy liniowych w przyblizeniu statycznych charakterystykach zmian 
przewodnosci g(u,) i ezestotliwosci f(u,), powoduje odwrécenie znaku niesymetrii 


_ modutlu funkeji czutosci, jak rowniez niesymetrii sktadowej rzeczywistej i urojonej 


transtormaty, co daje zmiane znaku niesymetrii charakterystyki selektywnosci. 


®, BACbHEBCKH 


AHAJIUS CYMEPPETEHEPATMBHOU CUCTEMBI C 3ATYXAHVUEM 
BBISBIBAPOINMM MOLYJIAWMIO YACTOTEI 


Pesrme 


IIpu usmepenuax xapakTepucTmK us6mupaTenbHocTu cyneppeaKTMBHbIxX cVvcTeM 
HaOmrogaeTca ABICHMe YacTOrO OTKIOHeEHMA STMX XApAKTePMCTMK OT TeopeTM4eCKUX 
KPMBBIX, PACCUMTAHHbIX HA OCHOBAHMM M3BECTHbIX B JMTepatype dopmya, upwaém 
wx PopMa cTaHOBMTCA HBHO HeECMMMeTPMUHO!. 

SipmeHue STO ObINO 3aMeC4YeCHO HECKOJbKMMU ABTOPAMU, cOObLTaIOWNIMMMU, YTO OHO 
BbICTyNaeT B CIyHae USMCHEHMA YACTOTbI NPMEMHOM CMUCTEMBI B Mpesemax e6 ayBCTBU- 
TembHocTH. JIA NOATBePKeCHMA M DONOMHEHMA STOTO HaOmIOMeHMA ObIT MpOBeAeH 


PA OMbITOB, Pe3yMbTAaATbI KOTOPbIX MOryT ObITb U3JIOHKEHHI CICAYIOUIMM OOpa3om: 


HeoOxoRMMbIM yCIIOBMeM BbICTyMaHMA aCMMMeTpUM XapakTepNucTUKK u3s0upaTenb- 
HOCTM ABIACTCH M3MCHEHMe UACTOTbI CMCTeMbI B TMepwMoye e€ UYBCTBUTeIbHOCTH. 
ACUMMETPMA XAPAKTEPUCTMKU CMCTeEMbI 3aBMCMT ORHOBDEMCHHO: 

a) OT xapaKTepvicTMKM U3MECHEHMM WACTOTbI NMPMeCMHOM CMCTeMBI, 

6) OT 3HaYeCHMA TeEMCTBMTeENbHOM uacTMU KOSscddbuuMeHTa OOpaTHOM cBA3M Mu 

B) OT COPMBI cyneppereHepaTMBHOTO HanpAKeHuUA. 

B tTpyze mpegctaBpmeH aHasm3 cyneppereHepaTMBHOM CMCTeMbI C 3aTyXaHMeM, 
BbISbIBalOWUIMM MOyIAWMIO YacTOTHI. PaccmaTtpuBaema Obiyia cucTema (puc. 1), 3aKJIO- 
uarfoljad MCTOUHMK curHasyia B Bue TreHepaTopa TOKAa, COCAMHEHHOTO C MapaJVJIeCIbHbIM 
pe30HAHCHBIM KOHTyPOM, KOTOPOTO MpOBOAMMOCTb M EMKOCTb ABIAIOTCA PyHKUMAMU 
Bpemenn. Tlpennonaraad mmHewHyro padoTy cucrembl — Opnino0 cocraBmeHo pMucdcbe- 
peHIManbaoe ypaBHeHMe crenyrouleum CbOpMBI: 
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IIpuBeyeHHoe pelenue umMeeT Oomee oO1uMu xXapakTep, UCM M3BECTHbIe WO CUxX 
nop m~pyrue peleHus, TaK KaK OHO OTHOCMTCH K cucTreMaM Kak C MepeMeHHOM, Tak 
Mi C MOCTOAHHOM uacTOTOM. PeuleHNe 9TO NO3BOUIAHeET ONPeAeCNUTE aMNAUTYOY HalpA- 
2KCHUA HA KOHType, ycumeHue cuCTeMbI uM xapakTepucTuKy wu30upaTenbHocTu. Us 
MpPOBeAeHHOTO aHasM3a cNefyeT, YTO M3SMeHEHMe PeC3OHAHCHOM ACTOTLI MPMeMHOTO 
KOHTypa B Mepuogze ero YYBCTBUTENIbHOCTUM MMEeT CBOM MATeEMATUYeECKUU SKBUBAJICHT 
B KOMIMJICKCHOM 3H@YUCHMM UMMyJIbcCa UYBCTBUTeNbHOCTU. XapakTepucTuKa Uuso0upa- 
‘TENbHOCTU CyneppereHepaTMBHOM CMUCTeMbI CBA3aHAa C MMITYJIbCOM UyBCTBUTeCIbHOCTU 
TaKkMM me OOPa3soM, KaK CMeKTP c CbyHKIMeu, KOTOPOM OH OTBeUAeT, OSTOMY — JIA 
domee TOUHOTO ONPeACICHUA BIMAHUA U3SMCHEHUA UaCTOTbI Ha XapakTepucTuKy 
UZBOMpaTeIbHOCTM CUCTeEMbI — TMpoBezeHO SEINO OOcymAeHMe CBOMCTB CHeKTpa, PyHK- 
iiss KOTOPOTO MMeeT KOMMJICKCHOe 3HAUCHKE. 

TlpumeHsaa pacnpenemeHue Kak QyHKIMM Tak mM cnekKTpa Ha uwacTM UETHBIC 
MU HeUeTHBIe, a TakoxKe Ha 4AaCTM JeCUCTBUTeEIbHBIe MU MHMMBbIe, MpenzcTaBseH pA 
TEOPECM MCHEPMbIBAIOINUX TeOPeTMUeCKU BOSMOKHBIeC Cy4an. 

OCHOBBIBaHch Ha 3TUX TeEOPeEMAX, MOMKHO CheMAaTb Ce WyrwWMe BLIBOTHI: 

Ecau u3MeHeHUA MPOBOAMMOCTU UM YaCTOTbI NMPOMCKOZAT CUMMETPUNHO TO OTHO- 
IuIGHMUIO K MOMeCHTy BO380y2KReHMA COOCTBCHHbIX KOeOaHuM B cucTeMe, TO TeNucTBM- 
TeNIbHaA UM MHMMAaA COCTABJIAIOUIMe UMIIYIbCa UWYBCTBUTEIbHOCTU ABJIAIOTCA YECTHBIMM 
dyHKUMAMU. XapakTepuctuKka u3s0upaTeNbHOCTU TaKOM CUCTeMbI OyzeT CMMMeTpPU4HAa, 
HO BO3MO2%KHa eé€ ecbopMalmA uM pacuimpeHue B CpaBHeH“M Cc XapaKTepMCcTUKON, 
COOTBeTCTBYy1OlNIeM cucTemMe C NOCTOAHHOM uacToTow. Ecmm m3MeHeHMsA -MpoOBOaMMOcCTU 
WU WaCTOTbI He CMMMCTPUUHbI MO OTHOMeCHMIO K MOMCHTy BO3O0y2xxXTeHUA COOCTBeCHHBIX 
ioneOaHunu CUuCTeMbI, TO AeUCTBUTeEMbHAA MIM MHMMAA COCTAaBIAIOUIaN MMiMybca 
YYBCTBUTCIBHOCTU, “IM we OObe€ BTM COCTABIJIAIOUIME MMEIOT OTHOBNPECMECHHO ETHIC 
W HeYéTHEIC YacTU. XapakTepucTuka uU3s0upaTeNbHOCTU TaKOM cucTeMbI O6yzeT HeECMM- 
MeTpMuuHa 3a VMCKIIIOUCHMeEM OCOObIX CIyuUaeB, OlIpeqeNGHHbIX B TpeqnonomMeHMAX 
Teopempb! (4). Bo3MoxKHbI TakxKe OMONIHMTeNbHAaA WecbopmMalmMA M pacuimMpeHue 0 
OTHOLICHUIO K XaPAKTEPMCTUKE CUCTEMbI C NOCTOAHHOM uacTOTor. 

Jima TByX 9KCNeCPMMeHTAIbHbIX CMCTeEM ObINM CPaABHEHbI Pe3yIbTaTbI PacuéTOB 
c pe3yibTaTamMu u3mMepeHun. IlomyseHHoe cormacue SsTUX PeSYIbTATOB MOATBepxaer 
MpPaBMUJIbHOCTh MPOBeAeCHHOTO aHAJIM3A, A TAK2XKE MPMMCHACMBIX METOOB pacuéeTa. 

B KOHeYHOM 4acTM ToyAa WOKa38aHaA BO3MOXHOCTL NPMMeHeEHMA ChopMyJ MONyUeH- 
HblX US aHaJIM3a NMHEMHOM CUCTeMbI K ONpeyweMeHMuIO KXapaKTepucTMKU Mw30upaTemb- 
HOCTM HeJMHEMHOM CUCTeMBI. 

B Aononenuu mpepzcraBeHbI OMbITHbIC PC3YIIbTATbI BIMAHMA OTTECNbHBIX CakTO- 
poB’ Ha BeNMUuMHy WecdopmMarum xapakTepucTMUKM CMCTeMbI M WOKa3aHO cormacnwe 
NOWYUeCHHLIX Pe3yJIbTATOR Cc MpMBeEMeHHOM Teopuert. 


F. WISNIEWSKI 


THE ANALYSIS OF THE SUPERREGENERATIVE CIRCUIT 
WITH QUENCHING CAUSING FREQUENCY MODULATION 


Summary 


When measuring the selectivity characteristics of the supergenerative circuits. 
one may observe, that in many cases these characteristics differ from the theoretical 
curves calculated by equations known in the literature, and get a clearly asymme- 
trical, shape. 
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| This phenomenon was announced by several authors, who also noted that it 
appears in the case of the change of the receiver circuit frequency during its sen- 
sitivity period. In order to confirm and to complete these observations a series of. 
experiments were performed, the results of which may be recapitulated in the 
following way: The necessary condition for the appearance of selectivity characte- 
ristic asymmetry is the change of the circuit frequency in its sensititvity period. 
The circuit asymmetry depends simultaneously on: 

a. the characteristics of the frequency changes of the receiver circuit, 

b. the value of the real part of the feedback factor, 
and 

ec. the shape of the quench voltage. 

In this paper an analysis of the superregenerative circuit with quenching causing 
frequency modulation is shown. A circuit (Fig. 1) was considered, which contains 
the signal source in the form of a current generator connected with a parallel” 
resonance circuit, the conductance and capacity of which are a function of time. 
Assuming a linear law of circuit performance, the following differential equation 
has been derived: 


1 
wetuc’+gu+ = [uat=i 


which is solved assuming that 


| ' 2 
i{ 9g g | 2 g 
|-{——} —{——_ @ for ever — 
ea ) |S . ne 


wo’ Ko; 


and 


Applying then transformations and simplifications allowed for typical conditions 
of supperregenerative circuits, a solution in the following form has been obtained 


is ie Tt 
| Os aN (* 1 ; 
u(t.) = | exp ( | paat) | exp (= { pdt) exp [—Jy(a)] exp (—jQr) dr 
| 2Cy @ 2 2 
0 ty 0 
where 
g 
P=—, 2Q=a,—-Os, p(t)= f ode — wot 
Co A 


The above solution is of a more general character than any others known, because 
it refers to circuits of variable and constant frequency. This solution allows to deter- 
mine the amplitude of the circuit voltage, as well as the voltage amplifications 
of the circuit and its selectivity characteristics. 

The analysis shows, that the change of the receiver circuit resonance frequency 


- in. its sensitivity time interval has its mathematical correspondance in the complex 


value of the sensitivity function. Since the characteristic of the superregenerative 
selectivity circuit is as connected with the sensitivity function as Fourier’s transfor- 
mation with that function, to which it corresponds, a discussion has been carried 
out about the properties of the transformation, the function of which has a complex 
value. It was to determine the influence of the frequency change on the characte- 
ristic of the selectivity circuit. Having divided the functions and the transformations 


' into even and odd parts, and into real and imaginary ones, a series of theorems 
"were shown, that discuss all cases theoretically possible. 


< On the base of thie above iieorers one may conclude as. follows: tt che cee 
4 of the conductance and frequency are symmetrical respectively to the moment of — 
Was zero damping, then the real and imaginary components of the sensitivity function © 
are even functions. The selectivity characteristic of such circuit will be symme- ‘ 
trical, but its widening and deformation in comparison to the characteristic cor- 
_ responding to a circuit of a constant frequency is possible. If the admittance and | 
vg frequency changes are not symmetrical respectively to the moment of zero damping, 
if - then the real or imaginary components of the sensitivity function or both have even 
and odd parts simultaneously. The selectivity characteristic of such circuit will be 4 
asymmetrical (except the particular cases determined in the assumption of theorem | 
(4). Also an additional deformation and widening is possible respectively to the 
circuit characteristic of a constant frequency. 
wie The calculated results for two experimental circuits were compared with the © 
in measured results. The received agreement of the results proves that the performed : 
iD analysis and applied calculation method are correct. 
Satie In the last part of the paper it is shown that the equations obtained from the 
linear mode analysis are applicable for determination of the selectivity characteristic — 
of the logarithmic mode. ; 
t In the Appendix the experimental results of the influence of the seperate © 
factors upon the amount of the circuit characteristic deformation are shown, and — 
: the agreement of the obtained results and the given theory is proved. 
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K. BOCHENEK, J. PLEBANSKI 


O metodach optyki mikrofalowej 


Rekopis dostarczono 18. 11. 1955 


Zostaty zaproponowane i omdwione dwie metody aproksymacji pdl 
elektromagnetycznych, bedace rozwinieciem metod optyki geometrycznej. 
Metody te maja na celu ulatwienie analizy zagadnien zwiazanych z technika 
mikrofalowa i zostaty zilustrowane przykladami obliczen. 


1. WSTEP 


Technika anten mikrofalowych posluguje sie w ostatnich latach coraz 


szerze}] metodami optycznymi. Rozwojowi zastosowan tych metod nie 
mozna sie dziwi¢, jest on spowodowany ich prostota, pogladowoscia oraz. 
stosunkowo duza efektownoScia. Z drugiej jednak strony specyficzny rzad 


wielkosci parametro6w urzadzen mikrofalowych powoduje, iz klasyezne 
prawa i metody optyki geometrycznej, bez zarzutu spelniajace swe zada- 
nia w stosunku do reflektoréw, soczewek i podobnych ukladéw dla fal 
SwietInych (A= 4000 A), w przypadku uktadé6w mikrofalowych — 
o mniejszych z reguty wymiarach w stosunku do dtugosci fali (A= 10 cm) 
— okazuja sie mniej Sciste. Stosowalnos¢ tych metod podlega wiec znacz- 
nie wiekszym ograniczeniom. 

Z tego wzgledu poSwiecono osiatnio duzo uwagi poszukiwaniu kom- 
promisu miedzy optyka geometryczna a falowa; kompromis taki pole- 
gatby na opracowaniu_metod zachowujacych czesciowo prostote metod 
optyeznych i pozwalajacych zarazem na uchwycenie najistotniejszych od- 
chylen od praw klasycznej optyki geometrycznej. Badania w tej dzie- 
dzinie prowadzone sa tak szeroko, iz coraz czeSciej na lamach prasy facho- 
wej pojawia sie termin optyka mikrofalowa jako okreSlenie 
nowej, specyficznej dyscypliny. 

Przedstawiony obraz mogtby jednak wywola¢ wrazenie, ze metody 
optyezne ze wzgledu na swe zalety stanowia narzedzie, ktore ma zastapi¢ 
inne metody analizy pola, a w szczegdlnosci metody teorii dyfrakcji 
(wzory Kirchhoffa, Kottlera itp.). Wniosek taki bytby zasadniczo fatszywy 
i nie lezat w intencjach autorow. 


994 K. Bochenek, J. Plebanski Arch. Elektrot. 


W rzeczywistosci — biorac z grubsza — metody optyczne stanowia 
-niezte narzedzie analizy pola w bezposrednim otoczeniu apertury anteny, 
natomiast w stosunku do pola w strefie dalekiej stanowia jedynie narze- 
dzie pomocnicze, niekiedy pozyteczne przez swa prostote. 

Celem pracy jest rzucié nieco Swiatla na stosunek praw klasyezne}j 
optyki do Scistej teorii oparte] na rownaniu falowym. W szczegolnosci 
chodzi o mozliwosé stosowania optycznej interpretacji niektorych zalez- 
nosci uwzgledniajacych Scislej] niz optyka geometryczna zjawiska opisy- 
wane przez rdwnanie falowe. Bedziemy starali sie rozwina¢ przy tym 
dwie alternatywne metody pozwalajace podejs¢ efektywnie do iloscio- 
wego opisu zjawisk mikrofalowych, Scislejszego niz w klasycznych meto- 
dach optyeznych. 

Praca nie pretenduje do zupetnosci i jest jedynie szkicem pewnego, 
© ile wiemy, nowego podejscia do zagadnienia, ktore zreszta wydaje sie 
intuicyjnie bardzo naturalne. 


2. POSTAWIENIE ZAGADNIENIA 


W pracy tej] bedziemy sie zajmowaé wytacznie polem skalarnym 
U=U(x,t) rzadzonym przez rownanie falowe 


aya, 
du=(s . a )U=0. (1) 
De aiobes 


gdzie v= sree jest predkoSscia propagacji fal (czota fali, predkoscia 
ell 


jednoznacznosci), kt6ra w ogdlnym przypadku osrodka niejednorodnego 
jest dana okreslona funkcja punktu przestrzeni x. Ujecie takie, jak wia- 
domo, jest wlaSciwe w przypadku, gdy postawiony problem brzegowy 
dotyezy jednej ze wspdtrzednych prostokatnych natezenia pola. 

Ujecie wektorowe jest potrzebne wtedy, gdy chcemy uwzglednic¢c 
zwiazki pomiedzy poszczegdlInymi wspdirzednymi, na przyktad przy wy- 
prowadzeniu praw odbicia i zalamania. W takich przypadkach ujecie 
skalarne jest zbyt ogdlne dla osiagniecia zamierzonych rezultatow. Wek- 
torowa posta¢é omawianych w tej pracy metod pozwolitaby roOwniez na 
uzyskanie dalszych informacji o badanych zjawiskach. Sprawie tej za- 
mierzamy poswieci¢c dalsza publikacje. 

W przypadku najbardziej w praktyce interesujacych stanow ustalo- 
_nych U dane jest jako U=‘le[p(x)expiwt], gdzie zespolona funkcja (x) 
spetnia rownanie 

(A+k*) p=0, 
w ktoérym 
@ 


k= —==k(x)=kon(x), (2) 
v 
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gdzie 
@ 
k= = > 
c 


n= jest wspoiczynnikiem zatamania w osrodku niejednorodnym. 
v 


Zagadnienia praktyki wiaza z rownaniem (2) nastepujacy problem ma- 
tematyezny: znalez¢ (x) speiniajace rownanie (2) oraz warunek brzegowy 
v(x) = 9 (x)= A(x) exp id (x) na pewnej powierzchni ¥. Innymi stowy, przy — 
danej amplitudzie i fazie ¢ spelniajacego (2) na », nalezy znalez¢ ampli- 
tude i faze rozwiazania w calym interesujacym nas obszarze przestrzen- 
nym. 

Na czym polega przejscie do przyblizenia optyki geometrycznej w na- 
szym zagadnieniu? Podstawmy do rdwnania (2) p=Aexp {ikeL} i rozdzie- 
amy rdwnanie na czeSci: rzeczywista i urojona. W rezultacie otrzymamy' 


(VLY =n? + = ae (3a) 
0 
V(A2VL)=0. (3b) 


Problem catkowania rownan (3a) i (3b) przy warunkach brzegowych 
A=A,L=#/k, na ¥ jest oczywiscie rownowazny interesujacemu nas pro- 
blemowi brzegowemu dla r6wnania Helmholtza (2). . 

Przyblizenie typu optyki geometrycznej] w tym problemie otrzymuje 
, ments A ee 
sie gdy n* fags reer przez zastapienie uktadu (3a), (3b) uktadem 


0 
(VE)F=n*, (4a) 
V (A?VL)=0. (4b) 
JeSli seatkujemy ten ukiad przy warunkach brzegowych A=A, L=— 


Ko 
na », to zbudowane z tak otrzymanych Li A 


U=‘he A exp {i(wt +ky)L)} 


bedzie przyblizonym rozwiazaniem odpowiadajacym przyblizeniu optyki 
geometrycznej. 


1 Jezeliby w (1) podstawi¢é Ae’S i zazadac, aby przy rzeczywistych A(x, ft) 
i S(x, t) rownanie (1) byto spetnione, to w wyniku otrzyma sie rownania 
OA 1 fdS\2 d Vel teak 
— =(VS)?— — {—] . A?VS)+ ( 

A M5) v (= MS ot (i THES 
Podstawienie to i otrzymane za jego pomoca rownania wymagaja oczywiscie od- 
rebnej interpretacji i dyskusji. Specjalizujac A=A(x) i S=ot+k L(x) otrzymamy 
rownania (3) z tekstu. 


a‘)—o. 
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Jaki sens fizyczny majq rownania (4a) (rownanie eikonalne) i (4b). 


Sens fizyezny réwnania (4a) jest bardzo prosty. Rozwazmy fale 


U=Re Aexp {i(wt +koL)} 


--w otoczeniu ustalonego punktu x,. W zalozeniu wolnej zmiennosci A(x) 


z doktadnoégcia do malych rzedéw wyzszych U mozemy napisa¢ w otocze- 
niu tego punktu jako 


U=Re A(x) exp {i[wt +k, VL(x») (k—X)) + kyL (Xp) ]} . 
Poréwnujac to wyrazenie z wyrazeniem dla fali plaskie}j 
U=Re A exp {i[wt —k(x—x,)+4]} 


widzimy, ze lokalnie nasza fala zachowuje sie jak fala piaska o fazie 
6=k,)L(x,), amplitudzie A=A(x,) i wektorze falowym k= —k,VL(x)); | 


lokalna predkoscia fazowa tej fali bedzie zatem 


(40) Cc 


via os ’ 
Kky|VL(x)| | VLG) 


stosunek predkosci Swiatla w proézni c do vy wynosi wiec |VL|=—, 
i 

Rownanie (4a) wyraza fizycznie fakt, iz niezaleznie od zachowania sie 

amplitudy w calej przestrzeni, stosunek predkosci Swiatla w prozni do 


ij 


lokalnej predkosci fazowej wynosin=n(x) = oats , jest zatem rowny danej 


Eno 
z gory funkcji ustalonej dla oSrodka. Rownanie (4b), identyczne zreszta 
zZ (3b), daje znane prawo propagacji amplitudy w optyce geometrycznej 
wyznaczone wytacznie przez zmiennos¢ fazy. Optyka, obok pojecia po- 


-wierzchni equifazowych L=const, wprowadza pojecie promieni jako linii 


ortogonalnych do rodziny powierzchni L=const (to jest caltek uktadu 
rownan zwyczajnych VL<dx=0). Rdownanie (4b) mozna interpretowaé 


jako wyrazajace fakt, ze A? rozchodzi sie wzdtuz promieni. 


- Charakterystyczna cecha tego obrazu optyki geometrycznej jest ode- 
rwanie zmiennosci fazy od zachowania sie amplitudy. Oczywiscie, wy- 


lacznie rownanie (4a) i warunek L=—~ na ® sa zaleznosciami, kt6ére maja 


wyznaczac L w catym interesujacym nas obszarze. 

Sadzimy jednak — i to jest pierwsza zasadnicza idea naszej pracy — 
iz aby uzyska¢ prosty obraz optyki geometrycznej, nie ma koniecznosci 
uniezalezniania fazy od amplitudy. 

Wrodcmy do Scistych rownan (3a) i (3b): 


(VLY=n?+—; <2,  V(A2VL)=0. 


\ 
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Lokalna predkosciq fali U=ReAexp {i(k)L—wt)} bedziemy nazywali 
v= qVLl Wielkos¢ ta jest mierzalna i przy A wolnozmiennym posiada 
przejrzysta interpretacje podana wyzej. Pierwsze z naszych Scisltych réw- 
nan orzeka wiec fizycznie, ze N=c/v; dane jest jako 


nay/ n+ ye wan (5) 

ko A 

Powyzsze sugeruje nastepujaca interpratacje ukladu (3a), (3b) réwno- 
waznego rownaniu Helmholiza: 

a. A i L — spelniajace (3a) i (3b) nazywamy odpowiednio arcontnes 
i eikonatem, 

b. linie wektorowe pola VL nazywamy promieniami, 

ec N= yea care 2 Ss uwazamy za wspdiczynnik zalamania, ktory 
zalezy nie tylko is f eae niejednorodnosci ogrodka, lecz réwniez za 
posrednictwem zmiennosci amplitudy w przestrzeni. 

Interpretacja ta wykazuje duza analogie z interpretacja mechaniki 
kwantowej D. Bohma [1], gdzie, podobnie jak my, przez wprowadzenie 
wspoiezynnika zalamania N czynimy z teorii falowej swojego rodzaju 
optyke geometryczna; tak D. Bohm przez wprowadzenie potencjatu kwan- 
towego sprowadza mechanike falowqg do swojego rodzaju deterministycz- 
nej mechaniki ?. O ile jednak Bohm budowat swoja interpretacje ze wzgle- 
déw filozoficznych, o tyle nasza interpretacja ma na celu osiagniecie 
konkretnych rezultatow rachunkowych. Nie zamierzamy bynajmniej re- 
zygnowaé z pojecia fali na korzy¢ wyzej arbitralnie okreSlonych pro- 
mieni. Co wiecej, sadzimy, ze interpretacja zawarta w punktacha. b. i c. 


traci sens i znaczenie praktyczne, jezeli —, |——|~n’, przy czym ampli- 


0 
tuda jest funkcja szybkozmienna. Nam zas przede wszystkim chodzi 


o pewne korzysci praktyczne, jakie moze przynies¢ ta interpretacja. Sa- 
dzimy, iz gdy: 
1 
ko 
ve A jest stosunkowo wolnozmienng funkcja punktu. 
Wowezas N jest stosunkowo wolnozmienna funkcja i Scisla faza k)L 
zachowuje sie podobnie spokojnie i regularnie jak eikonal w optyce 
geometrycznej w osrodku niejednorodnym. Promienie te posiadaja 


jest mate w pordwnaniu z n”, ale nie do zaniedbania, 


2 Uwage, iz rownanie falowe mozna by interpretowac podobnie jak Bohm to 
ezyni z réwnaniem Schrédingera, jako zarzut pod adresem interpretacji Bohma 
podat prof. Szczeniowski na konferencji fizykow w Spale (1954). 
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cezywiscie odstepstwa od promieni’ w przypadku klasycznej optyki, 
lecz biegna dostatecznie regularnie i bez fluktuacji, aby méc bye 
pozytecznym narzedziem w analizie pola i ewentualnym projektowaniu 
wilasnoésci pola w otoczeniu na przyklad radiator6w. Zarazem uwzglednia- 


jac w N? wyraz ae ae porzucamy sztuczny rozdzial fazy od amplitudy 


| 0 
indukowany przez optyke geometryczna, weditug ktorego na przyklad 


przebieg powierzchni equifazowych nie zalezat od warunku poczatkowego 
na amplitude A na powierzchni >», gdzie zadajemy warunki brzegowe. 

Taka Scista optyka oparta na interpretacji a. b. c. oczywiScie niewiele 
bylaby warta w praktyce, gdyby nie poprze¢ jej nowa metoda rachunku, 
gdyz w przeciwnym razie, mozna by co najwyzej od wyprowadzonych 
rownan (3) wrdci¢ do rownania Helmholtza, to znaczy do punktu wyjscia. 

Dlatego tez w rozdziale trzecim rozwinieto metode przyblizonego roz- 


wiazywania rownania (8a), (3b), oparta na idei rozwiniecia na szereg w —. 
e 
Rachunki nasze beda jednak dos¢ formaine; oczywiscie, z matematycz- 


nego punktu widzenia metoda, ktora rozwiniemy, wymagataby poparcia 
dowodem zbieznosci. Podana wyzej interpretacja bedzie pozwalaia na 
interpretacje wyniku rachunku kazdego kroku przyblizenia za pomoca 
prostych pojec optycznych. Dalej beda podane przyklady zastosowania 
tej metody i interpretacji. 

Omowimy teraz druga weziowa idee pracy — alternatywna do pierw- 
Szej. 

Ot6z dobrze wiadomo, iz w mechanice kwantowej daje dobre wyniki, 
nawiazujac jako do zerowego kroku przyblizenia do mechaniki klasyez- 
nej, metoda przyblizonego rozwiazywania rownania Schrédingera, zwana 
metoda W.K.B. (Wentzel, Kramers, Brillouin) [2]. Metoda ta, z grubsza 
biorac, polega na poszukiwaniu zespolonego rozwiazania roéwnania 


eee A+V(@)—B) Y (x) =0 
2m 


iS (x) 


w postaci p(x)=exp a gdzie zespolone S rozwijalne jest na szereg 
l 


I 
potegowy w Le to jest 
i 


Aby uzyska¢ rozwiazanie problemu brzegowego dla r6wnania Helm- 
holtza (2), mozna prédbowaé postapi¢ w analogiczny sposob. 


“oie § 
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W rownaniu Helmholtza (A+k?n*)p . (6) 
bedziemy poszukiwali rozwiazania w postaci 
p=exp ikyA, (7) 


gdzie zespolone A rozwija sie na szereg potegowy w = ; to. Jest 
0 


1 n 
t= —]| ,A. 8 
», fe , 
0 i 
Wspodliczynniki przy al oznaczamy 7/1. 


UKo 


Jezeli dokonamy podstawienia (7) w (6) i zazadamy, po uwzglednie- 


niu (8), zachodzenia rownania w kazdym rzedzie w to otrzymamy 


: ie Bw Fe ; 

nastepujacy clag rownan: (V,A)?=n?, 0 (9a) 
DV SAV i pA AO ed, (9b) 
p=0 


Latwo zauwazye¢, ze jezeli powyzszy ciag rownan pierwszego rzedu na 
zespolone funkcje ,/4 rozwiazemy przy warunkach poczatkowych 


r) 1 


ae 7k InA, 
1 
xe) > : : (10) — 
n4i=0 ne Vy 
P - ea Sehoe \a ; bik are 
to wdéwczas p=exp ike, S ——]|nA| bedzie, oczywiscie w zatozeniu, ze 
Laad \ 1166 


n=0 
taka procedura jest zbiezna, rozwiazaniem problemu brzegowego dla 


rownania Helmholitza. 
Pewne watpliwosci moze wywolaé fakt, iz stosujac metode W.K.B 
1 M3) 
rozwijamy rozwigzanie w okreSlony sposdb na szereg w pi nie przy- 
0 
wiazujemy zas znaczenia do faktu, iz w warunku brzegowym na » wy- 


a | 
stepuje —. 
ky 
Latwo jest jednak zdaé sobie sprawe z mozliwoSsci takiego postepowa- 
nia. W przypadku stanow ustalonych ky jest ustalona konkretna liczba. 
Wprowadzenie jej w warunek brzegowy (10) mozna traktowaé jako okre- 


Slona definicje »4 na » przez 


“ ‘ . : or : . . » 
- mozna zatem sensownie prowadzi¢ niezaleznie od —- w warunku brze- 


te rodwnania jako 


_zatozymy dla Ai L rozwiniecia 


oraz wprowadzimy oznaczenia 


~ Wielkogci A, i Ly bedziemy nazywac odpowiednio amplituda i faza az do 


- speInione niezaleznie w kazdym rzedzie w ce otrzymujemy nastepujace 
_ ciagi rownan. Ko 


fee Al(V,L)* —n?]+-,A-2V,L+V,L=0, 
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a wiee poprzez 9 iA z problemu brzegowego dla roéwnania Helmholtza. 
Traktujac »4 jako zadane, mozna zapomnieé o tym, iz w zwiazku wy- 
razajacym )/ przez 0 i A wystepuje liczba k,. Rozwiniecie typu WKB 


gowym. Ko 

- W rozdziale 5 wykazemy, iz zastosowanie procedury W.K.B. do roz- 
wiazywania r6wnania Helmholtza ma bliski zwiazek z mozliwoSscia istnie- 
nia rozwiazan tego rownania typu fal ptaskich niejednorodnych. Tam tez 
wrécimy do sprawy dyskusji sensu fizycznego procedury W.K.B. 


3. OPTYKI DO RZEDU L 


Zajmiemy sie problemem rozwiazania r6wnan (8a), (3b). Przepiszemy 


ALWIL! n= AA, 2VA-VL+AAL=0, 


0 


ve ta , Yl 
n=0 n=0 : 


U U 


HE Sate eh 
pinieh Gutsy naman pte), War neg 11 
ae es se 
n=0 n=0 


rzedu L. 
Podstawiajac (11) do rownan na A i L i zadajac aby rownania te bylty 


Rownania pochodne z réwnania (3a) sa: 


AL(V.L)?—n2]=0 


2A[(VoL)?—n]+,A+2V,L- V,L+ 4 (2V,L: VoL+(V,L))=A,A, 


we be) CAM I@. ee oe te Feiwel oe 
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Rownania pochodne z rownania (3b) dla n > 2 beda hastapieee 
2VoA-V,>L+,AAa,L=¢, 
2(V,A-V,oL+V,A-V,L)+,A4,L+,44,L=0, 


OVeA> VoD td AA EY (204 GA Vol tn cpAdet) S00 Pee 
Rt : “ ; 


Rozwazajac strukture tych rdwnan spostrzegamy latwo, ze o ile 
oA*0, wowezas redukuja sie one na nastepujacy ciag par rownan na 
pary niewiadomych funkcji »A i nL . 


Byte ween Wee) 6, (13a). 
V,LeV,b 0) WV ALViL +O4A.L43V AVL AA L2O We 
dla n>2 an 


n=1 


BOAVLL-V b= AS AD Vn b Vee 
Dp 


i 
m1. (e] 
BD dA Dy Voip Vol 
iets p=0 
8V,,A- Vii AN b= — D> OVepAV pL bn p AA DE). 
p=1 


Charakterystyczna struktura ro6wnan pozwala rozwiazywac¢ je sukce- 
sywnie. Pierwsze z nich — to rdwnanie pierwszego rzedu na ¢L. Skoro 
znajdziemy ,L, to wyznaczenie »A sprowadza sie do calkowania drugiego : 
rownania pary (13a), ktore jest na ,A rownaniem liniowym pierwszego 
rzedu. Nastepnie z rownania V,L-V,L=0 wyznaczamy jako z liniowego 
rodwnania pierwszego rzedu ,L; drugie rownania pary (13b), przy znanym 
oA, ol, ,L, jest znowu rdwnaniem liniowym pierwszego rzedu na ,A. 

Ogolnie biorac, pierwsze z rownan (13c) przy znanych 5 A...... n—1A, 
(8 Sal Gen eee n-1L, Stanowi rownanie liniowe niejednorodne pierwszego 
rzedu na »L.Wyznaczajac zen nL, a wiec znajac 9A...... PEW: MEE FAG 29 
drugie réwnanie pary (13c) mozna uwazaé¢ za liniowe réwnanie niejedno- 
rodne na funkcje ,A. Jasny jest przeto ogdlny mechanizm rekurencji.. 
Jesli wiec tylko sprecyzujemy warunki brzegowe dla oL, iL...nbl, oA, 
14...nA, to procedura wyliczania | 


stanie sie jednoznacznie okreslona. 
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Pamietajac, ze nasza procedura ma na celu coraz lepsze sukcesywne 
zblizanie sie do catek ukladu (3a), (3b), przy warunkach brzegowych 


eA a ae na »,postapimy wten sposob, iz caty ciezar warunkow 


0 oe . re 
brzegowych przerzucimy na réwnania zerowego przyblizenia. Zaltozmy 


~wiec, ze FF ia 
aes ax ora AA 
y ko 
—_> 
a oN ARO. eet (14) 


05 


Zgodnie z tym co tae wyzej, procedura sukcesywnego Woes 
ezania An i Ln staje sie wowczas jednoznaczna. 

Nie posiadamy wprawdzie matematycznego dowodu, lecz wypowia- 
damy intuicyjna ze wzgledéw fizycznych hipoteze, ze granice z tak uzy- 
skanych amplitud i eikonatéw do rzedu L, przy dostatecznie regularnych 
warunkach brzegowych bedag istniaty i ze beda one rozwiazaniem podsta- 
wowego problemu brzegowego dla rodwnan (8a), (3b). 

Interpretacja optyczna podana w rozdziale 2 pozwala teraz wyko- 
rzystac fizycznie poszczegélne kroki przyblizen. Zajmiemy sie nimi po 
kolei. 


A. Optyka do rzedu 0. 
Oczywiscie uklad r6wnan (13a), ezyli 
(V,L)2—n?=0,.° VQ A?V,L)=6 


jest identyeczny z klasycznym ukladem roéwnan optyki geometrycznej. 


Znajdujac przy warunkach ,L= i i»4=Ana Y rozwiazanie tego uktadu 
0 
metoda charakterystyk Cauchego, dysponujemy ,A i ,»L a zarazem po- 


czatkiem naszego ciagu przyblizen do Scistego rozwiazania Ay=,)A, Lyo=oL. 
Mozemy wiec utworzyé przyblizone rozwiazanie w rzedzie, zero jako 
U)=Re Ay exp [i (k,L)+ t)]. 
Wspoiczynnik zalamania N dany jest w tym rzedzie po prostu jako N,.=n, 
to jest redukuje sie do wspdiczynnika zalamania wywolanego niejedno- 
rodnoscia osrodka. 
B. Optyka do rzedu 1 
Przy znanych ,L i A rdwnania (13b) 
V,L:V,L=0, 2V,A:-V,L+ ;4°A,L+2V,A:V,L+,AA ,L=0 
posiadaja, przy zerowych warunkach brzegowych (14), wylacznie zerowe 
rozwigzania ,L=0, ,A=0., Zatem dzieki doborowi warunkéw brzegowych 


A,=,A, L,=obL, U,=Up. 


SV ta tt > a" 
A 3 *. ' 
a $ 
is : 
1S 


sy) 
iy 
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Oczywiscie, N,=n. Zatem optyka do rzedu zero jest identyczna z op- 
tyka do rzedu 1. 


C. Optyka do rzedu 2 


Znajac oA, »>L i ,;A=0, ,L=0 z réwnan (13c) Ren EST Be Ze 5A 12 
nalezy wyznaczy¢ z rownan 
1 DA 
Ss) OV LAs Vol 2 AA L+2VyA-V.L+,445:L= 02 


VoL * Wel: —— 
oA (15) 


Rownania te przy zerowych warunkach poczatkowych na » posiadaja 
w ogdlnosci niezerowe jednoznacznie okreslone rozwiazania. ROnwi ele 
je i dysponujac .L, ,A mamy wtedy réwniez 


1 
ae atte Ly =r oh 
0 Ko 
tak, ze mozemy napisa¢ jako przyblizone rozwiazanie Scistych ré6wnan 
do rzedu 2 

U,=Re A, exp [i(k)L,+ wt)]. 

Ze wzgledu jednak na stosowalnos¢ optycznej interpretacji do Scistych 
rownan, mozemy rdwniez i to przyblizone rozwiazanie interpretowacé 
optycznie. W szczegdlnosci majac eikonat do rzedu 2, L,, linie wekto- 
rowe pola VL, interpretujemy jako promienie do rzedu 2. Mozna pokazaé, 
ze kwadrat amplitudy — z doktadnoscia do rzedu dwa propaguje sie 
po tych liniach, to jest ze 

<} 


V(A2VL,)= 0+0 | 
Wspoiezynnik zalamania N z dokladnoscia do tego rzedu jest dany jako 


AN 
N= VV" jg Ste Eee 
ke oA 
to jest jako 


be tA 
Oe AN 


z dokladnoscia do —;, 
0 


D. Optyki do rzedu l. 

Nie wdajac sie w szczegdlowa dyskusje stwierdzimy tylko, iz postu- 
gujac sie wyzej okreslona procedura matematyczna tatwo dojdziemy do 
A, i In, a wiec i do U;, jak i Ni; linie wektorowe pola VL, daja nam 
promienie z doktadnosciq do tego rzedu. 

Jasne jest, ze — w zatozeniu zbieznosci — im wyzej pojdziemy w rze- 
dzie optyki, tym blizsi bedziemy rzeczywistej optyki rzedu oo. Jak sie 


ee aay K. Bochenek, J. Plebatiski 


-zalezeé w duzym stopniu od charakteru warunkow brzegowychAidna ¥ 


Se hp ee 


an ‘Arch. Elektrot. , 


wydaje, pierwsze kroki moga dos¢ dobrze oddawac rzeczywistos¢ jedynie 
wtedy, gdy beda speinione zatozenia podane w rozdziale drugim, to jest 


A, 


edy ae = bedzie mate w poréwnaniu zn oraz gdy A; bedzie wolno- 
ko i ae) 
zmienna funkcja. Czy “ostatnie zatozenia beda spelnione, bedzie oczywiscie 


Zrobimy jeszcze jedna uwage. Nasza interpretacja i metoda przybli- 
zen sugeruje jeszcze inna wersje polepszenia optyki geometrycznej. Przy- 


_ pusémy, ze znamy rozwigzanie zerowego kroku oL i ,A przy okreslonych 


warunkach brzegowych. Znamy jednak wtedy wspdliczynnik zatamania 
do rzedu 2 


Tih oA 
Dit aie. 


N,=n+ 


Otéz jest rzecza dos¢ naturalna intuicyjnie, aby rozwigzaé¢ teraz na- 


-stepujacy problem 


(VL)2=N?, V(A2VL)=0 (16) 
Be, ON ee ae 3 1 
przy a aa A=A na 3’, nie czyniec zaniedban w rzedach ——. 


0 0 
Jasne jest, ze tak uzyskane rozwiazanie bedzie z dokladnoscia do 


oO oa koincydowa¢c z rozwiazaniem optyki do rzedu 2. Jezeli jednak nie 


0 
interesujemy sie wyzszymi rzedami, mozemy poprzesta¢ w praktyce na 


analityeznych wyrazeniach na Leni AS Fakt ten rzuca nowe Swiatlo na 
naszq interpretacje i metode. 
Oczywiscie, operujac schematem réwnan (15) uwzgledniamy z doktad- 


Aa 1 ; 4 ; 
_ noscia do a rzeczywisty mechanizm oddziatywania miedzy faza i ampli- 


0 
tuda. Pozostajemy jednak w prostym kregu pojeciowym- optyki geome- 


_ tryeznej, tyle ze z innym wspdlczynnikiem zatamania. Mozemy zatem 
postugiwac sie catym jej prostym aparatem z prawami odbicia, zatama- 
“nia % itp. 


Jesli przyblizenie z N, okaze sie niewystarczajace, wdwezas trzeba 
pojs¢ o odpowiedniag liczbe krokéw dalej. Jesli dojdziemy do rozwiazan 
rownan optyki az do rzedu 1—1, jasne ze bedziemy dysponowa¢ Nj; 
stawiajac teraz, przy znanym N;(x), problem jako problem optyczny 


(VLP=N?, V(A?VL)=0. 


* O tyle, o ile zagadnienie to mozna traktowaé na gruncie skalarnym. 


ane ‘ Shae 
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Oo 

Przy L= Rae iA=Ana > rnozemy znowu wykorzystaé prosty aparat ae 
0 

majac jednoczesnie pewnosé, iz pee aeanic 


U=e A exp [i (keL-+ wt)] 


+1 

Jak nam sie wydaje, wiasnie w mozliwosci pachiaew aris sie Ate 
przy znanym N;,(r), gdzie mozna juz zapomnieé o metodzie aproksymacji, 
lezy gl6wna ewentualna wartos¢ praktycezna naszej metody. 

Dorzucimy jeszcze uwage o fizyeznej stronie intuicji naszego posta- 
wienia problemu. Przypuscmy, ze na przyktad ogrodek jest jednorodny —- 
dla ustalenia uwagi jest proznia — tak ze e=e,, w=. 

Wyliczajac N, stwierdzimy, ze N,=N,(x), Czesciowe juz uwzglednienie 
oddziatywania fazqa z amplituda przejawia sie jako pewnego rodzaju 
indukowana niejednorodnos¢ w przestrzeni. JeSli uznamy pojecia ampli- 
tudy i fazy (ktore sq wielkoSciami mierzalnymi) za dane i operujemy 
Scisle okreslonym pojeciem lokalnej predkosci fazowej, to niejednorod- — 
nosé przestrzeni, uwarunkowana przez warunki brzegowe, polegajaca na 
fakcie, iz N=N(x) jest rownie realna i mierzalna fizyceznie jak niejedno- 
rodnosé zwiazana na przyklad z nierownomiernym rozktadem gestosci 
masy w dielektryku. 


rozni sie od rzeczywistego rozwiazania w rzedzie | 1 


4. PRZYKLAD NA ZASTOSOWANIE OPTYKI DO RZEDU 2 


Przypus¢my, ze w prozni (e=é), w="), tak ze n= 1) na powierzchni nie- 
skonezonego walca o promieniu R, ktoéry traktujemy jako powierzchnie 3, 
dane sa 0=0 i A=af(y), gdzie » jest katem biegunowym. Funkcja f(q) 
speinia warunek f(y+2x)=f(¢) i jest dodatnia to jest f > 0. Pytamy o pole 
na zewnatrz walca, to jest 0 powierzchnie ekwifazowe oraz o rozktad 
amplitudy. Ze wzgledu na symetrie problemu zardwno L jak i A nie 
zaleza od trzeciej wspdirzednej walcowej z, tak iz problem mozna 
traktowaé jako plaski, szukajac L=L(r., y)iA=A(r, 9). 

Fizycznie jest jasne, ze ksztalt powierzchni ekwifazowych powinien - 
zalezeé od rozkladu amplitudy, to jest od f(¢). 

Co zaS nam mowi optyka do rzedu zero, czyli optyka geometryczna? 

Rownanie eikonalne zapisane we wspdlirzednych cylindrycznych bedzie 


tre Se 1 ae x Ge ea 

or PONV OG oz 

i jego rozwiazaniem spetniajacym warunek brzegowy ,L=0, gdy r=R, 
jest jednoznacznie .L=r—R. Optyka geometryczna mowi wiec, ze po- 
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wierzchnie ekwifazowe sa rodzina walcdw wspdtosiowych. Poniewaz, 
V,L=i,;, zatem promienie sa rodzina prostych przechodzacych przez os z 
i prostopadtych do tej osi. 

Rownanie V(,A42V,L)=0 mozna napisa¢ jako 


Vo Abiy ees rn 
(Parte) i 
skad 
| * e() 
\ A= Wa is 
Vr 


Pragnac speinié warunek brzegowy na ,A musimy wybraé 


c(y) =V Raf (¢), 


tak ze 
pA =a R59). 
r 


Ze wzgledu na wspomniana intuicje fizyczna rozwiazanie to oczywiscie 
jest niezadowalajace. Pozwala ono jednak zbudowa¢ wspdiczynnik zala- 
mania 


Nj=1+ 


HENS, 2 2 
1 A 4: 1 ion r) 1 =) 04 


2 4p 2 * : : 
2ko. cA WkyoAs er 7 or. fF eg? 


1 ‘fr 
—1+ 1 (real, 
8kor f (¢) 
ktéry w ogdlnosci zalezy od ri mw. Postugujae sie nim mozna by rozwia- 
za¢ uktad 
(VL)?—N?2=0, V(A°VL)=0 
i uzyskaé rozwiqzanie koincydujace do rzedu 2 z optyka do rzedu 2, 
uwzgledniajace oddziatywanie amplitudy na faze z doktadnoscia do 
rzedu 2. Tutaj prosciej jest jednak bezposrednio znalezé rozwiazanie 
w przyblizeniu optyki do rzedu 2. 
Rdéwnanie 
ViLs Vo = ab SoA 
2 9A 


redukuje sie u nas do 


Behe ye 1s. (1+4 ad 
or 8r° f(@) 


skad wyliczamy ,L spelniajace zerowy warunek brzegowy jako 


eedrlrert li, cso 
Be Hance f(9) 


x 
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Posiadajac ,L mozna wyliczyé oczywiscie réwniez oA, co jednak. nie 
jest dla nas ciekawe. 
Dysponujac ,L posiadamy eikonal optyki do rzedu 2 jako 


L,=r-R+ ss [ - Gee al 
ade cet i(?) 


a wiec i powierzchnie ekwifazowe, kt6rych ksztalt uwarunkowany jest 
tozktadem amplitudy. Pozwala to wyliczyé linie wektorowe VL,, to jest 
promienie w optyce do rzedu 2. Spelniaja one réwnanie rézniczkowe 


= (i442 |4 ih 
8kor" i, 


Re st Nik 1 < 
Tee Oks Ate e t op ff 


0=drX VL, =(i,dr+ierde) |i 


Rownanie to sprowadza sie do zwiazku 
anes fe ak a4 rdp (1+ a tad \\=0. 
Ee  8ky OR. rl ag, f kor? fe 


Oczywiscie, linie spetniajace to réwnanie interesuja nas jedynie w przy- 
blizeniu. Zaniedbujac 


pole 
8kor" f 
wobec 1, to jest przyjmujac, ze 

1a : (2 af jo. 


8ker2 ij 
i rozdzielajac zmienne w otrzymanym po tym uproszczeniu rownaniu 
rad Vee Vy de 
2k? EG sneer 
dp f 


skad wynika, ze nasze promienie dane sq przez rownania 


Posh ele edo 
2ko eee 4 lager 
dp fj 
Linie te w ogélnosci nie sa oczywiscie liniami prostymi. 


Dla konkretnosci przyjmijmy na przykiad, ze f=1-+cos y, Wyliczenie 
catki daje, iz 


tgp pals tang eet etc 
ake ier? eae 2 2 
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——— — - si 


as 
Rozwiazujac ten zwiazek jako rownanie kwadratowe wzgledem pis 


znajdujemy explicite rownanie biegunowe jednoparametrowej rodziny 


promieni r=1(9,€). 


5. PRZYBLIZENIA METODY W.K.B. 


Jak podano w rozdziale drugim zastosowanie metody W.K.B. zmienia 
problem catkowania rownania Helmholtza 


Lot kn'g=0 (17) 
z warunkiem brzegowym 
P|~=Aexpi (18) 

na problem catkowania uktadu rownan 
(V,A)2=n?, (19,) 


n= t 


WAV A= —AnsA— 3 VA -Vn-2AjS ‘dla wei (19) 
pi— 


przy warunkach poczatkowych 


i le ik 


0 1K 9 

Warunek (18) i warunki (20) sq zadane na tej] samej powierzchni 
(lub krzywej w przypadku dwuwymiarowym). Jaki charakter maja te 
warunki mozna dopiero stwierdzi¢ biorac pod uwage rdwnanie, do ktdé- 
rego one sie odnosza. Naktada to, niestety, pewne ograniczenia na klase 
probleméw, ktdre podlegaja omawianej teraz transformacji. Transfor- 
macja taka wydaje sie na przykiad niemozliwa w przypadku obszaru we- 
wnetrznego wzgledem powierzchni »’. Odpowiada to intuicyjnemu obra- 
zowi zjawisk optycznych, jakie powinny w takim obszarze wystapié¢, 
a mianowicie interferencji i odbi¢. Fizyezny obraz réwnania (19n) z wa- 
runkami (20) odpowiadajacy problemowi przetransformowanemu, jest to 
propagacja pewnych powierzchni ekwifazowych. O ile powierzchnie te 
trafiaja na siebie, nastepuje interferencja, a wynik jej nie stanowi roz- 
wigzania problemow (19») i (20). 

Mozna by probowaé inaczej rozbi¢ warunki graniczne pomiedzy po- 
szezegolne rzedy, niz to zostato zrobione w uktadzie (20). Skoncentrowanie 
jednak ich w rzedzie zerowym pozwala mieé nadzieje, ze juz w zerowym 
kroku aproksymacji uda sie uchwyci¢ istotne cechy rozwiazania. Czy 
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: 
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| 
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poprzestajac na zerowym kroku aproksymacji jestesmy w_ posiadaniu 
bogatszego. opisu procesu rzadzonego przez rdwnanie Helmholtza niz 
w klasycznej optyce geometrycznej? Niewatpliwie tak. 

Rownanie (19,) pozornie o postaci identycznej z rownaniem (VL)?=1, 


rozni sie od niego w sposob istotny, mianowicie ./ jest zespolone. Wpro- 


wadzajac oznaczenia dla czesci rzeczywistej i urojonej 


p4=ut+iv, (21) 

z rownania (19,) otrzymujemy nastepujace zaleznosci: 
(Vu)?—(Vv)?=n’?, (22) 
Vu: Vv=0. (23) 


Z powyzszego wynika, ze zerowe przyblizenie bedzie miato postaé 
Po=exp ikpA,=exp (—kyv)- exp ikyu. (24) 


Zatem juz zerowe przyblizenie dopuszcza zmiany amplitudy wyrazone 
przez czynnik exp(—k,v). Ponadto rownania (22) i (23) sprzegaja ze soba 
zmiany amplitudy i fazy. Z rownania (22) wynika, ze zmiany amplitudy 
pociagaja za soba wzrost | Vu|, a co za tym idzie, zmalenie predkoéci 
fazowej. Elementarnym przykiadem, w kt6érym zjawisko to moze wystapi¢ 
i wystepuje, jest fala plaska niejednorodna. Fakt, ze sprzezenie to wy- 
stepuje juz w zerowym kroku aproksymacji, pozwala przypuszcza¢, iz 
metoda W.K.B. okaze sie korzystna w zastosowaniu do zagadnien mikro- 
falowych, gdzie niejednokrotnie zalezy na uchwyceniu wplywu sprze- 
zenia amplitudy z faza. 

Przyblizenia metody W.K.B. w zasadniczo inny sposdb segreguja na 


1 : ; a ‘ 
rzedy wielkosci wzgledem te) rozwiazanie y, niz to czynila metoda oma- 


0 
wiana w rozdzialach poprzednich. Piszac 


p=exp |-K Im Jn] “exp E ; Re (5) 4 (25) 
4 a 0 
n=0 n=0 


widzimy, ze w metodzie W.K.B. faza rozwija sie wprawdzie tak jak w me- 


1 
ike 


todzie poprzedniej na szereg potegowy wzgledem oat amplituda jednak 

rozwija sie na iloczyn czynnikéw o postaci widocznej : powyzszego wzoru. 
Latwo roéwniez zauwazyé, ze zerowe przyblizenie omawianej obecnie 

metody jest w podobnym stosunku do fal plaskich niejednorodnych, jak 

zerowe przyblizenie poprzedniej] metody do zwyczajnych fal ptaskich. 
Jak wiadomo, rodwnanie 


Ag+k2p=0 (26) 
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posiada rozwigzania typu- 
. p=exp [ik, @x+by+cz+d)], 
gdzie . a, b, c, d sq statymi zespolonymi spelniajacymi warunek 


a?+b?+c=1, (27) 

Rozwiazanie takie nazywa sie fala ptaska niejednorodna. ‘oot 
Zbadajmy teraz zerowe przyblizenie wedtug metody W.K.B. do roz- 
wiazania rownania (26). Rownanie to powstaje z r6wnania (17) przez za- 
lozenie, ze n=1 w interesujacym nas obszarze. Rozwijamy wyktadnik 


‘wyrazenia Po =exp des Ay (28) 


w otoczeniu ustalonego punku x, i zaniedbujemy mate wyzszych rzedow 
wzgledem x—x,; daje to 


La p=exp {ik [KV Ap (Ko) —XyV A (Xo) + Ao (x»)]}. (29) 


Otrzymane wyrazenie jest fala plaska niejednorodna o parametrach 


a= (*) b= (2°) e=( Ol d= mV Ane) ee le 
Ox Se oy Xo 4 Xo (30) 


Latwo zauwazy¢, ze zachodzi zwiazek (27) charakterystyczny dla fal pla- 
skich niejednorodnych; jest on mianowicie r6wnowazny rdéwnaniu r6z- 
niczkowemu dla zerowego przyblizenia (19,)) Te wtasnos¢ p6l opisywa- 
nych przez zerowe przyblizenie wedtug metody W.K.B. wyrazamy m6o- 
wiac, ze zachowuja sie one lokalnie jak fala plaska niejednorodna. 

Przy poszukiwaniu zwiazku zwyczajnych fal plaskich z zerowym przy- 
blizeniem poprzedniej] metody wystepuje jeszcze jeden dodatkowy mo- 
ment. Jezeli odpowiednie wyrazenie przeksztatcimy jako 


y= Ay exp [ik,L,]=exp ik (t. = a In A.) ; (31) 
ux 


a nastepnie wykladnik rozwiniemy wok6t ustalonego punktu x, na szereg 
potegowy, to aby wyrazenie to uproscito sie do fali plaskiej] nalezy nie 
tylko zaniedba¢ wyrazy rzedu drugiego i wyzszych wzgledem x—xXo, 


Mitte ds VA, : , : 
lecz réwniez ae x w poréwnaniu do VL»). Innymi slowy zaktada sie, 
iKo 0 
ze zmiany amplitudy na odcinkach rzedu dtugosci fali — w odrdéznieniu 


od zmian fazy sq zaniedbywalne. Sprawdzenie, ze przy omdéwionych 
uproszczeniach wyrazenie redukuje sie do fali ptaskiej, jest trywialne. 
Zalozenie zrobione przy poréwnywaniu zerowych przyblizen obu metod | 
z falami plaskimi, ze n=1 w rozwazanym obszarze, mozna zastapié zato- | 
zeniem, ze rozpatrujemy te zerowe przyblizenia w obszarze o n mato zmie- | 
_ niajacym sie na odcinkach rzedu dtugosci fali. 


Tom V — 1956_ : O metodach optyki mikrofalowej 311 


Wprawdzie przekonywajacego pordwnania obu metod aproksymacji 
mozna by sie spodziewa¢ dopiero po szerszym ich zastosowaniu do kon- 
kretnych zagadnien, wydaje sie jednak, ze metoda druga moze sie okazaé 
lepiej] dostosowana do badania zagadnien, w ktérych zmiany amplitudy 
na odcinkach rzedu diugosci fali nie sa zaniedbywalne, ze wzgledu na to, 
ze skladnik wykiadnika, od ktérego zaleza zmiany amplitudy, posiada 
wyraz pierwszego rzedu wzgledem k,. 

Ze wzgledu na to, ze rdéwnania, do ktérych doprowadzila metoda 
W.K.B., nie sq objete klasycznymi twierdzeniami z dziedziny ré6wnan 
rozniczkowych czastkowych, nalezy jeszcze zweryfikowa¢é poprawnosé 
w ten sposdéb postawionego problemu matematycznego. W dotychczaso- 
wych rozwazaniach, ze wzgledéw pogladowych, rozwazano na og6t ofrodek 
o zmiennym wspdiczynniku zaltamania n. Pozwolito to, miedzy innymi, 
na wykazanie, ze odchylenia, jakie wykazujqa Sciste rozwiazania r6wnan 
elektrodynamiki w stosunku do rozwiazan rownan optyki, dadza sie spro- 
wadzic do pewnej modyfikacji wspdtezynnika zatamania osrodka i roz- 
wazania pol o charakterze optyki geometrycznej w oSrodku o zastepezym 
wspoiczynniku zalamania. 

Dla zastosowan praktycznych, ktore niniejsza praca ma na widoku, 
a mianowicie dla zagadnien optyki mikrofalowej, zasadnicze znaczenie 
ma przypadek osrodkéw o statym wspdiczynniku zatamania. Ograniczenie 
sie do takich oSrodk6w wprowadzi do rozwazan matematyeznych zasadni- 
eze uproszczenia. Nieistotne z punktu widzenia ogélnosci rozwazan (dajace 
sie latwo usunac) bedzie zalozenie, ze n=1. 

Rozwazmy obecnie problem Cauchy dla réwnania 

(V,4?=1. (32) 


Zajmiemy sie problemem plaskim, to znaczy przypadkiem, gdy ,/ jest 
funkeja dw6ch zmiennych. Znaczna czes¢ rezultatow daje sie bez trudu 
przeniesé na przypadek trzech zmiennych. 

Dana jest krzywa bez punkt6w podwodjnych. Jako parametr stuzy dtu- 


poe MEM a2, ()—o=n), ae tyi=l, a<r <p. (33) 
Na krzywej tej okreSlone sa wartosci funkcji ,A=u+iv ; 
U=Up(T), V=VolT), ly=Upt ir. (34) 


O funkcjach xp, yo, U,V», zmiennej rzeczywistej r zakladamy na razie, ze 
wzgledem zmiennej zespolonej] t=r+is sq one regularne w pewnym zbio- 
rze otwartym, zawierajacym odcinek osi rzeczywistej a<r<f 4. Rozsze- 


4 Oznacza to zalozenie, ze funkcje okreSlone sq za pomoca wyrazen pozwala- 
jacych na podstawienie zespolonych wartosci argumentu, ktore to wyrazenia w wy- 
mienionym wyzej obszarze okreslajqg jednoznacznie funkcje zmiennej zespolonej 


posiadajaca pochodna. 


ene le ee ea 
Bi 
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rzamy na dziedzine zespolona pojecie calki zupetnej. Dla rownania (32) | | 
bedzie ona miata postaé 


pA=ax+by+c, (35) 
gdzie a, b ic sa to liczby zespolone spelniajace zwiqzek 
a2+b?=1. (36) 
Wyznaczamy teraz trzy funkcje analityczne a(t), b(t), c(t) z ukladu 
rownan: 
Uy HiV >= ALy + byo+c, (37) 
: u, tiv, =ax,+by,, (38) 
, a+be=1. (39) 
2 Jest to efektywnie wykonalne i prowadzi do wyrazen: 
i Sa a(t)=le'i+yiV1—()?, (40) 
‘ bw) =hy,av1—U)?, (41) 
a c(H=1, 02, by: (42) 


_Aby te trzy funkcje bylty w otoczeniu odcinka osi r,a<r<f regularne, 
wystarezy zalozy¢, ze dla tych wartosci (1})?+1. Do tego warunku jeszcze 


a wrdcimy. 
Ee: Rozwigzanie problemu Cauchy. otrzymuje sie za pomoca ukiadu 
i rownan 
oA=a(t)x+d(t)y+c(t), (43) 
0=a'(t)a+b(t)y+e(t). 3 (44) 


Nalezy mianowicie z tego ukladu r6wnan wyrugowaé zmienna t. 
Otrzyma sie wtedy zwiazek miedzy x, y i ,d, kt6ry wartosciom rzeczy- 
wistym x i y przyporzadkowuje zespolona wartosé )/. 

W przypadku dwu zmiennych wydaje sie bardziej naturalna inna 
droga. Z rownania (44) wyznaczamy x i y jako funkcje parametrow ri s, 

to znaczy czesci rzeczywistej i urojonej zmiennej t. W tym celu wprowa- 
dzamy oznaczenia: 

a=uU+iv,, b=u,t+iv,, c=u,+ivs, (45) 

a=u+int, dau +ip®,  c=u® pind, (46) 


gdzie funkcje u iv z rdznymi indeksami sq rzeczywiste. x i y sa zatem 
wyznaczone przez uklad dwéch réwnan algebraicznych liniowych 


(1) (1) (1) = 
wy xe rusvytu=0, 


47 
vPrtvMy+vM=0. 


id 
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Zajmiemy sie teraz wyznacznikiem tego ukladu réwnan. O ile a’ i b’ zni- 
kaja w rozwazanym obszarze, to z rownania (44) wynika, ze w obszarze 
tym znika i ec’, a stad wynika, ze ,4 redukuje sie do postaci (35) i zadne 
rugowanie parametru nie jest potrzebne. O ile jedna z funkcji a’ i b’ jest 


stale rozna od zera, powiedzmy ze jest to a’, wtedy — jest rzeczywiste, gdy 
a 


tylko wyznacznik ukladu znika. Rozniczkujemy teraz réwnanie (39), co 
daje 


TTS RRO, (48) 


: ee : a ‘ 
zatem wtedy i stosunek zu jest rzeczywisty, co pozwala tatwo z rownania 


(39) wyprowadzi¢ wniosek, ze a i b sa rzeczywiste i wéwezas problem 
redukuje sie do optyki geometrycznej. Zatem w przypadku, gdy mamy 
do czynienia z optyka klasyczna, postepowanie takie nie jest mozliwe. 

Po wyznaczeniu x i y z uktadu rownan (47) jako funkcji dwéch para- 
metrow, rownanie (43) daje parametryczne rdwnanie zespolonej powierz- 
chni catkowej speiniajacej postawiony problem poczatkowy. Ciekawy jest 
fakt, ze wskazane postepowanie, prowadzace do otrzymania parametrycz- 
nego rownania powierzchni catkowej, jest efektywnie wykonalne do konca, 
jezeli tylko potrafimy rozdzieli¢ funkcje a’, b’ i c’ na ezesci rzeczywiste 
i urojone. Jest to dos¢ rzadki w dziedzinie rownan czastkowych przyktad 
efektywnie otrzymywalnego rozwiagzania. 

Ciekawy wydaje sie fakt, ze charakter analitycznych zaleznosci daje 
sie tylko czeSciowo narzuci¢ na postawiony problem. Mianowicie z rownan 
(22) i (23) wynika, ze funkcja ,4, traktowana jako funkcja zmiennej 
zespolonej z=x+iy, nie moze byé analityczna, gdyz wymienione réw- 
mania sa sprzeczne z r6wnaniami Cauchy—Riemanna. Rowniez mozna 
udowodnié, ze odwzorowanie plaszczyzny z=xtty na _ ptaszczyzne 
t=r+is nie ma charakteru analityeznego. Nie moze byé réwniez anali- 
tyezna zaleznosé ,A od t.? 

Pozostalo jeszcze do oméwienia zalozenie (1,)?#+1 zrobione w trakcie 
dowodu. Rownanie (1})?=1 jest rownowazne speinieniu w danym punkcie 
krzywej dwoch zaleznosci 


Vv=0, uxt tuyyo=1, (49) 


ktére oznaczaja, ze w danym punkcie krzywej nie tylko jest stacjonarna 
amplituda, lecz rowniez kierunek krzywej poczatkowej jest zgodny z kie- 
runkiem promienia (promienie—linie pola Vu). Poczynione zalozenie 
eliminuje zatem charakterystyczny kierunek krzywej poczatkowej, po- 


5 To znaczy, ze nie mozna poszukiwac tych zaleznosci w postaci funkcji posia- 
dajacych pochodna w dziedzinie zespolonej. 
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dobnie jak to nalezy zrobié dla rownan w dziedzinie rzeczywistej. W przy- 
padku, gdy dane poczatkowe znajduja sie na krzywej paces oe zalo- 
. zenie to jest automatycznie speinione. 

- Oczywiscie, otrzymane rozwiazanie problemu Culler ma _ charakter 
lokalny, zapewnia bowiem istnienie tego rozwiazania w pewnym otocze- 
niu krzywej poczatkowej. Wystapienie punktow osobliwych rozwazanych 
funkeji, poza krzywa poczatkowa, jest mozliwe chocby w przypadku, gdy 
dwa rézne fragmenty fali docieraja do tego samego punktu. 

Podstawowa role dla r6wnan rdzniczkowych o pochodnych czastko- 
wych pierwszego rzedu gra pojecie charakterystyk. Rozwazane jednak 
rownanie odnosi sie do funkcji zespolonych i, jak widzielismy, jest ono 
w dziedzinie rzeczywistej] rownowazne ukiadowi dwoéch réwnan (22) i (23). 
Z tego wzgledu o charakterystykach w normalnym znaczeniu trudno tu 
witaSsciwie mowic. Istotne znaczenie z punktu widzenia zastosowan posia- 
daja natomiast linie pola Vu (promienie) i Vv. Linie te sq blisko spo- 
krewnione z rzutami charakterystyk ro6wnan w dziedzinie rzeczywiste}. 

Przechodzimy obecnie do wyznaczenia rownan tych krzywych. Wediug 
oznaczen (45) wektory Vu i Vv posiadaja nastepujace wspdlirzedne 


Vu=[u,;Us],  Vo=[v1, Vo). (50) 


Jezeli a i b wyznaczylismy jako funkcje x i y, rownanie rézniczkowe okre- 
Slajace linie pola Vu przyjmie posta¢é 
, Us GE; ) = 
Dia sitetn (51) 
U4 (x,y) 
i analogiczne rdwnanie otrzyma¢ mozna dla linii pola Vv. 


aib, aco za tym idzie uj, Us, V1, V., na ogdt biorac nie daja sie jednak 
wyrazic explicite jako funkcje x i y. Odpowiednie rownania rézniczkowe 
daja sie otrzymac w postaci wyraznej] w przypadku, gdy bedziemy sie 
-postugiwali poprzednio wprowadzonymi parametrami r i s. Zagadnienie 
znalezienia krzywych, o kt6rych mowa, sprowadza sie oczywiscie do wy- 
znaczenia odpowiedniego zwiazku miedzy r i s, powiedzmy w postaci 
funkeji r=f(s). Podstawiajac do rozwiazan ukladu rownan (47) x(r,s) i y(r,s) 
na 1, f(s) otrzymujemy parametryczne réwnanie krzywej. 

Dzieki zaleznosci 


aa’ + bb’=0 (52) 

otrzymanej przez rézniczkowanie rdwnania (39) otrzymuje sie z rownania 
Wats a ery 

(44), mnozac je przez — a zaleznosé 


/ 
ca 
b’ 


=O, (53) 
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Wprowadzamy nastepujace oznaczenia dla czesci rzeczywistej i urojonej 
SS A 10} 3 . (54) 


Wtedy rownanie (53) jest r6wnowazne nastepujacemu uktadowi réwnan 
rzeczywistych: SF 

Ug k= Uy Hu, = 0), (55) 
Use —V,y+v,=0. (56) 
Rownania te sa przez x(r,s) i y(r,s) tozsamosciowo spetniane. Niech 
7=f(s) okresla w wyzej podany sposob linie pola Vu. Podstawiamy w toz- 
samosci (55) r=f(s) i rozniczkujemy wzgledem s. Dzieki zrobionemu zato- 
zeniu odnosnie funkcji f czes¢ sktadnikow odpadnie i otrzymamy 


(orf + Urs) 2 — (urrf’ +U1s) y 7a Uarf +ugs=0. (57) 


Ze wzgledu na zwiazki Cauchy—Riemanna i rOwnania (45) i (46), otrzy- 
mane wyrazenie mozna napisa¢é nieco inaczej jako 


(uMf —v) x—(uMf —v) y+ arf +Usg=0. (58) 


Ostatecznie, ze wzgledu na uklad r6wnan (47) oraz na rownanie (58), otrzy- 
mujemy nastepujace rdwnanie rézniczkowe okreSlajace rodzine linii pola 
Vu 


(1) (1) (1) 
Uy Us U3 

(1) (1) (1) 
vi Vs v3 


=0. (59) 


NG ke, pee he ee = ale ee Oe iwe Cbd ete rm ose bere) ef et Ae, 


Ce Meee ne patie a) 6). af SF Se Slee Prt, wee a Se OY er SE aoe 


(ufo) (—uPf—o) (arf + u0) 


Ustalajac odpowiednio wartos¢ r=f(0) otrzymujemy linie pola przecho- 
dzaca przez pozadany punkt krzywej poczatkowej. 

Korzystajac z rownania (56) mozemy w podobny sposdb ustali¢ row- 
nanie rézniczkowe rodziny linii pola Vv. Zamiast korzysta¢é z rownania 
(53), mozna byto rozwiazaé uktad rownan (47). Pozostaje kwestia otwarta, 
ktéra z wymienionych drég: 

a) korzystajaca z rOwnania (51), 

b) korzystajaca z rownania (59), 

c) ostatnio wspomniana, 
bedzie w konkretnych przypadkach bardziej efektywna. 

W odroznieniu od optyki geometrycznej, promienie w osrodku jedno- 
rodnym moggq nie byé proste: ich ksztatt zalezny jest od zmian amplitudy. 

Latwo sprawdzi¢, ze w przypadku zatozenia warunkow poczatkowych 
odpowiadajacych fali plaskiej niejednorodnej metoda W.K. B. juz w zero- 


* 
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wym przyblizeniu prowadzi do scistego rozwiazania. Na podstawie dyskusji 
problemu Cauchy jest to rowniez intuicyjnie jasne. 
Otrzymalismy zerowe przyblizenie w postaci 


»A=ar+by+c, “> 480) 
~ gdzie a, b ic sa funkcjami x i y lub tez wszystkie funkcje a, b,c, xi Yy 
sa funkcjami dwéch parametréw r i s. Oczywiscie, dzieki rownaniu (44), 
pochodne czastkowe ,4, czyli sktladowe V)4, sa odpowiednio rowne 


od _, eoA 


—— oy b. (61) 
ax ay 
Przejdzmy obecnie do nastepnego, to znaczy pierwszego przyblizenia 
metody W.K.B. Przyblizenie to okreslone jest przez rownanie 
2V,_A4:V,A=—V?* A (62) 
z warunkiem, poczatkowym 
iA == 08 eee (ss): 
p> 
Wprowadzamy nowag funkcje za pomoca podstawienia 


1 
; A = —] 64 
wtedy a 2 sy te 


V(pV,A)=0. (65) 
VA jest, jak wiemy, znanym wektorem. Pomimo szczegélnie prostej 


postaci rownania (65), autorzy znalezli jego ogdlne rozwiazanie jedynie 
w przypadku dwuwymiarowym. Jest nim 


p=V? Af(a, bd), (66) 
gdzie f jest funkcja dowolna byle dostatecznie regularna. 
Aby sprawdzi¢c, ze rownanie (65) jest speInione przez wyrazenie (66), 


nalezy uwzgledni¢ zaleznosci, jakie otrzymuje sie przez rodzniczkowanie 
rownania (32). W notacji tensorowej maja one postac 


o4AnpAn=0, (67) 
oA ramoAntopAniodnm=0. (68) 

Z ukladu r6wnan (67), w przypadku dwoéch zmiennych, wynika 
owe * oAlyy =()Axy)’, (69) 


gdzie indeksy z prawej strony oznaczaja, jak zwykle, odpowiednie 
pochodne czastkowe. Spelnianie réwnania (65) przez wyrazenie (66) 
sprawdzamy teraz bezposrednio przez podstawienie uwzgledniajac réw- 
nania od (67) do (69). 


ray aie Ve | j 
4 


4 i ola 
A. ‘ 
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_ Warunek poczatkowy dla funkeji p, jak wynika z rownan (63) i (64), 


ma postaé ; 
Phe, (70) 

Aby wykazaé, ze wyrazenie (66) jest rzeczywiscie rozwiazaniem ogél- 
nym nalezy sprawdzi¢, ze rozwiazuje ono problem Cauchy (65) i (70). 
Przed tym jednak zauwazymy, ze w przypadku, gdy w rozwazanym 
obszarze V?,4 znika, rozwiazaniem pierwotnego problemu poczatkowego 
(62), (63) jest ,A=0. Ograniczymy sie tylko do przypadku, gdy w caltym 


rozwazanym obszarze V7,A4#0. Nalezy teraz wykaza¢é, ze mozna tak 


dobraé funkcje f(a, b), aby na krzywej ¥ zachodzito réwnanie 


1=f(a,b)V2,A. (71) 


Funkcja f zalezy od dwéch argumentéw a i b, to znaczy od pochodnych | 


ezastkowych ,A (réwnania 61). Wtasciwie jest to funkcja jednej zmiennej 
niezaleznej; ze wzgledu na zwiazek miedzy pochodnymi'czastkowymi ,/4 
(ré6wnanie 32) mozna by napisa¢ f(a,V1—a’), ezego nie zrobiono ze wzgle- 
du na symetrie. 

Jezeli wykazemy, ze w kazdym punkcie krzywej poczatkowej co naj- 


db 

mniej jedna z pochodnych wzgledem diugosci tuku — lub pe, jest rézna 
T r 

od zera, wtedy przez odpowiedni dobor funkcji f(a, b) bedzie mozna tak 


skompensowaé zmiany V’,4, aby ich iloczyn fV?,/ byt stalty i réwny. 


jednosci, lecz 


d ‘ 3 . 3 A F j 
os =AxLot G4Yy =. AxxXy + pAxyYo= VoAb(—ay,+bx), (72) 
Ty 
db A z Pe a { . : B 
ee =bzXy+ byyo= oayXy + oAyyYo=V o4a(—ayy + bz) (73) 
T 


zgodnie z zatozeniem V?,A+#0. Ze wzgledu na roéwnanie (39) przynajmnie] 
jedna z pochodnych czastkowych a lub b jest rozna od zera. Pozostaio 
zatem rozwazyé wyrazenie (—ayo+bx,). 

Ostateczna forme wyrazen (72) i (73) mozna otrzymaé¢ uwzgledniajac 


zaleznosci: Aer=vV2,A, (74) 
olzy=—abV* 4, (75) 
IY get . (76) 


Zaleznosci te z kolei wynikaja z rownania (32) oraz ukladu rownan (67). 


Rownanie nd 7 has its (777) 


okazuje sie bardzo interesujace. Przy uwzglednieniu rownania (39) wynika 
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z niego, ze wektor o wspdirzednych a i b czyli V,4 powinien byé rzeczy- 
wisty i rownolegty do wektora stycznego krzywej xo, yo. Stad wynika, ze 
pochodna ,4 wzgledem diugosci tuku rowna jest jednosci. Przypominamy, 
ze warunek, aby pochodna ta byla rézna od jednosci, wystapil juz 
poprzednio przy badaniu nieliniowego rownania rézniczkowego zerowego 
kroku przyblizenia (V,A)2=1; (32) 


cbecnie ten sam warunek zapewnia rozwigzalnos¢ problemu Cauchy 
rowniez zespolonego réwnania rézniczkowego, lecz tym razem liniowego 


VpV A+pV?,4=0. (65) 


Warunek ten bedzie sie powtarzal, jak latwo spostrzec, we wszystkich 
nastepnych krokach przyblizenia, ze wzgledu na taka sama budowe wy- 
razenia zawierajacego funkcje niewiadoma w odpowiednich réwnaniach. 
Nalezy przy tym dodaé, ze rozwiazania ogdlne odpowiednich réwnan 
dadza sie wyrazic w postaci sumy (lub iloczynu po podstawieniu analo- 
gicznym do (64) rozwiazania szczegélnego i dowolnej funkcji od V/A. 

To, ze warunek eliminujacy kierunek charakterystyczny krzywej 
poczatkowej ma taka sama postaé dla r6wnania (32) i rownan typu (65’), 
byloby w dziedzinie rzeczywistej oczywiste. 


6. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA METODY W.K.B. 


Wydaje sie wilasciwe wybranie takiego przyktadu, aby otrzymane 
wyniki mozna byjo prosto zweryfikowa¢ na innej, znanej drodze. Oczy- 
wiscie pozytywny wynik takiego zastosowania wykaze jedynie, ze istnieja 
przypadki, gdy przedstawiona metoda prowadzi do rozsadnych rezultatow, 
nie wykaze natomiast czy metoda taka jest potrzebna (poniewaz zgodnie 
z postulowanymi warunkami rezultaty te daja sie prosto otrzymaé na 
innej drodze). Sadzimy jednak, ze rzeczowej oceny metody o szerokiej 
potencjalnej dziedzinie zastosowan, oceny okreSlajacej przydatnosé takiej 
metody, nie mozna oprze¢ na jednym czy dwoch ad hoe skonstruowanych 
przykladach. Mozna pomySsle¢ wiele réznych wariant6w zastosowan tej 
metody czy jej kombinacji z innymi metodami; mozna by te warianty 
tak dobiera¢, aby efektywnosé¢ przedstawionej metody okazywala sie 
mozliwie duza, lecz chyba stuszne bedzie odtozyé ocene do czasu, gdy 
sprobuje sie przez jakis czas ta metoda praktycznie pracowac. 

Jak wiadomo, elementarne rozwiazanie r6wnania Helmholtza 


V?p +k? p=0 (78) 


otrzymane metoda rozdzielenia zmiennych we wspdétrzednych bieguno- 
wych r, # (przypadek dwuwymiarowy) ma postaé 


p= AH (kor) exp [ind]. (79) 
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Na obwodzie kola o promieniu r=R funkcja ta przyjmuje wartosci 
= AH (k)R) exp [ind]. (80) 


Sprobujmy teraz, czy i z jaka doktadnoscia rozwiazanie to zrekon- 
struuje metoda W.K.B. 

_ Przyjmujemy zatem jako krzywa poczatkowa » obwdd kola o pro- 
mieniu R. Rownanie (80) okresla nam warunki MSS nalezy oy 
wziac pod uwage, ze 1 ~ 

ot) =-=—In or: (81) 


z iko 


Dla uproszczenia wprowadzamy oznaczenie 


ae anH® (k)R)=a (82) 
Ko 


i nasz problem poczatkowy przyjmuje posta¢ 


Theos ts, Yooh sin ®, (83) 


~Al = tHa. (84) 
k 


z a 


Parametr, ze wzgledu na przyjete oznaczenia wspdirzednych, zostat tu 
oznaczony dla unikniecia nieporozumien przez t, a nie jak colonia 
przez r (rozdz. 5). 

Nalezy teraz wyznaczy¢é funkcje a(t), b(t), c(t) z ukladu rownan 


 t+a=aRcost+bRsint+c, (85) 
0 

” —_aRsint+bReost, (86) 

Ko : 
a?+b?=1. (87) 

Wprowadzamy nowa zmienna y, tak aby 

‘ a=cosy, (88) 
b=siny. (89) 


Jest to mozliwe ze wzgledu na rdwnanie (87), ktore jest tym samym spet- 
nione. ROwnanie (86) daje 


y=t-+arc sin pele F (90) 
ky 
a ro6wnanie (85) 


Ca Rinos (—t). (91) 
Ko 
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Obecnie, gdy juz wyznaczone zostaly funkcje a, b, c, rozwiqgzanie problemu 
otrzymamy przez rugowanie zmiennej t z ukladu rownan 


: ae 
»4=cos (i+are sin —~ Je+sin (t+aresin i 


0 0 


ea 


+ t+a—R cos (are sin u ) (92) | 
ko \ 0 P 
0=—sin(t+taresin i Je+cos(t taresin © jute (93) 

0 \ koR ky 


Rownania te bardzo sie upraszczaja przez wprowadzenie wspdirzednych 
biegunowych, a mianowicie 
aT COs (9—t—are sin ee " t+a—R cos (arc sin i) BENE Cy 4, 
ko Ko k)R / 
0=r sin (o— t—are sin nae (93’) 
koR/} ky 


Latwo teraz wyrugowac ¢, co daje 


2 ‘ TEVt ane 
etary i-( -ry/1-(-2,) + 
Kor koR | 


+ ae. (9-+are sin a —arc sin ea +a. (94) 


0 of 0 


Uwzgledniajac dotychczasowe oznaczenia, widzimy, ze zerowe przyblizenie 
Po Ma postac 


9) = AH) (k,R) exp in (» + are sin 


: n 
—are sin oe Sr 
can kyR 


+ iko Ir V 1 sae 
Zwiazek miedzy zmianami fazy w tym przyblizeniu i w oe eR 
Scistym (79) jest widoczny z asymptotyeznego wzoru dla funkcji Hankela 


Ho~ 1/2 ex x | (e erik (96) 


Niestety, jak wida¢, radialne zmiany amplitudy w zerowym przyblizeniu 
nie zostaly uchwycone. Obliczamy przyblizenie pierwsze. W tym celu 
obliczamy najpierw V*,4. Po elementarnych rachunkach otrzymujemy 


1 
Vv? A= spgyencrase sates 2 (97) 
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Poniewaz wyrazenie to zalezy tylko od r, zatem, aby otrzymaé funkcje p 
(wediug oznaczenia 64 poprzedniego rozdziatu), nalezy wyrazenie to po- 
mnozyé przez taki staly czynnik, aby funkcja p na krzywej Y przyjmo- 
wata wartos¢ 1. Czynnik ten oznaczamy przez fp? 


pay/ w-(2). : (98) 


Otrzymujemy teraz pierwsze przyblizenie 


s Soliegs pe es ee WA JE 2-499) 


Biorac pod uwage wyrazenie (96) widzimy, ze pierwsze przyblizenie oddaje 
asymptotyezny charakter zmian amplitudy. 

Nalezy tu jednak zastrzec, ze R powinno byé dostatecznie duze, a mia- 
nowicie powinna byé spetniona nieréwnosé 


Rea (100) 


0 


gdyz w przeciwnym przypadku dla pewnego r mianownik w wyrazeniu 
po prawej stronie r6wnania (99) stawatby sie r6wny zeru. Mozna wykaza¢, 


ze im wieksze jest R w stosunku do pee tym lepiej y jest aproksymowane 


przez y,. Sytuacja taka wydaje sie ieee naturalna, gdyz przyblizenia 
o charakterze optycznym powinny odznaczac¢ sie tym wieksza doklad- 
noscia, im mniej gwattowne sa zmiany pola narzucone przez warunki 
poczatkowe. 

Interesujacy jest fakt, ze warunek brzegowy (3), kt6ry potem gral role 
warunku poczatkowego, nie okresla jednoznacznie rozwiazania rownania 
Helmholtza (potrzebny jest jeszcze warunek regularnosci w nieskonczo- 
nosci i warunek wypromieniowania), a zatem wskazane postepowanie 
aproksymacyjne wybrato samo pozadane rozwiazanie. 

_ Warunek wypromieniowania, jak wiadomo, ma na celu wybranie roz- 
wiazania odpowiadajacego polu wychodzacemu z obszaru zrédet i rozcho- 
dzacemu sie do nieskonczonosci, a nie na odwrot. 

Problem Cauchy dla réwnania (nieliniowego) (V,4)?=1 jest niejedno- 
znaczny, dopuszcza istnienie powierzchni ekwifazowych »4= const o fazie 
malejacej w miare oddalania sie do nieskonczonosci i o fazie rosnacej. 
Odpowiada temu wybéor znaku pierwiastka w réwnaniach (40) i (41). 
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hal K. BOXEHSK, H. PIIEBAHbCKH 
O METOZAX MUKPOBCJIHOBOMU ONTUKY 


Pe3zwme 


TIpeaqnoxKeHbI ZBa MeTOZa ANPOKCUMALMNY 9ICKTPOMALHUTHBIX MOMeU, ABIAWOWIMeCA 
Ray pa3sBUTMeM MeTOZOB reoMeTpiuecKoK ontTuKu. Ienmbio sTUX MeETOZOB ABIAeTCA OONer- 
yeHve aHamm3a mpoOmemM CBA3AHHbIX C MUKPOBOMHOBOM TexHuKONM. IlpencraBneHHbie 
Ra B HacToaujem paboTe ZBa NoAKOAAa K BOMpOcy OTMMUAIOTCA OT TeX, KOTOPbIie aBTOpAaM 
VSBeCTHLI U3 OCTyNMHOM uM mMTepatypHl. He mpexpeuiad npaBusbHOCTM 9TUX MOZ- 
XOOB, ABTOPHI TiomararoT, YTO yMecTHA pa3paboTKa Pa3HbIX METOZOB, KOTOPbIX pu- 


a mMeHeHMe OyyeT coobpasHo UpMHOCMMOM UMM MOUb3e. 
‘vain Tlepppm mMeroy, OTbICKMBaeT peuleHme ypaBHenua (/\+k*)u=0 B Buge U = Ae! . 
1 g 5 
Buipaxenue 1+ — MIpaeT PONb DeucTBuTeNIbHOrO KoOscquwMeHTa Ipe- 


2 
Ko 
_--«CJOMICHMA MU MORKET B CIyyae HagoOHOCTM ObITh oMpeeNeHO C TOUHOCTHIO TDebyemoro 


NopayKa OTHOCMTEIBHO 6 Sra unTepupeTaymMA aHanormunHa MHTepmpeTaymMu KBaH- 
‘ (0) = 
t f 


TOBOM Mexanuku JI. Boma. Kpaepan 3amaua qua ypapHenua (\/+k*)u=0 npeobpa- 
30BaHa Ha 3anaum Kouim ANA PARA ypaBHeHMU BbIpaKaoulMx NMOCcMeqOBaTeAbHbIe 
Sy ueHbI pAROB A u L* orHocuTenbHO ky ae 
Bropou mMeroy 3a ucxO,Hy!O TOUKY MpuHMMaeT MeTOR B. K. B. T. e. OTbICKAaHMe 
pemenus ypasuenua (A+k?)u=0 BpBuge u=eo4, pre dbynKuma MA KomMNMeKCHadt 


M 3saBucut oT Koy Kak 
co 


‘i at dine 
{ A ia a=) z nlc 
sam iko 


n=0 


Sro BeqeT K HEKOTOPHIM PARAM 3anau Kowm gma cdbyHKyuM rA. 
_Ileppoe mpuomuxeHue (co 3HakKOM UV) Tak OTHOCMTCA K HeEOJHOPOAHBIM MIOCKMNM 
POIHAM, KaK TeoMOeTpMuecKad OMTMKAa K OObIKHOBCHHLIM TMOCKMM BOIHAaM. OOcy2K- 
sa qwaemble mpo0membr Kowim iA KOMMICKCHBIX CyHKUMM Warr 3HadMTeNbHy!O 9sdpcdbeK- 
TUBHOCTh BbIUMCIeHMM. 
am - O6a MeTORA TOACHEHLI IpMMepaMM PacUueTOB. § 


K. BOCHENEK, J. PLEBANSKI 
ON METHODS OF MICROWAVE OPTICS 


Summary 


In this paper, two approximation methods developed on the basis of geometrical 
optics are proposed for treating electromagnetic fields. The purpose of these methods 
is to facilitate the analysis of microwave problems. The two processes presented. 
here are different from those found in the literature available to the authors. 
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Apart from the question of the exclusive correctness of these particular con- 
‘cepts, the authors believe that it is advisable, to work out various methods whose 
scope of application will be then established by the benefit which their use may 
bring in practice. 

According to the first method, a solution of the equation (A+k?)uw=0 is sought j 
in the form: u=Ae'o?/. 


The expression EA 
L——' = — 
: ki OA 


stands for an effective coefficient of refraction, and, if required can be determined t 


ib 
to an accuracy of a small order of magnitude with respect to—. This interones 


tion is analogous to the quantum mechanical interpretation of D. Bohn. The boundary 
value problem for the equation (A+k?)u=0 is transformed into a Cauchy ea 
for the set of equations for the successive term of the expansion of A and L in are ” 

The second method takes the W. K. B. approximation as a starting point. This 


means that a solution of the equation (A+k?)u=0 is sought in the form u=e%4 
where the function 4 is a complex one and depends on ky as ! 


co 
1 n 
a (=) yA! 
>) 1 
n=0 y 
This leads to the set of Cauchy’s problems for the function ,A. The first appro- 

ximation (with the index 0) has the same relation to non-homogeneous plane waves 
as geometrical optics has to ordinary plane waves. The above-mentioned Caueny 
problems for complex functions can be in general effectively solved. 


Both methods are illustrated by sample calculations. 


ae 


i 


aA 
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S. MANCZARSKI 


Redukeja listkow boeznych w antenach kierunkowych 


Rekopis dosturczono 13. 12. 1955 * 


W pracy omowiono zagadnienie redukcji listkOw bocznych w charak- 
terystykach promieniowania trzech zasadniczych typow radiokomunikacyj- 
nych anten kroétkofalowych: anten rombowych, Sscianowych synfazowych 
oraz wzdtuznych. Na tle obcych opracowan metod redukcji listkow bocznych 
autor przedstawia wtasna metode, oparta na zastosowaniu anteny wzdtuznej 
z tzw. fala stojaco-biezaca. GlOwnymi zaletami nowej anteny jest jej pro- 
stota, wysoka sprawnos¢ oraz moznos¢ obciazania jej duza moca. Anteny 
z fala stojaco-biezaca sa stosowane w Polsce w radiofonicznej stuzbie krotko-. 
falowej. 


W ciagu ostatnich lat propagowana jest przez Miedzynarodowy Komi- 
tet Doradezy CCIR akcja redukcji listk6w bocznych w charakterystykach 
promieniowania krdétkofalowych anten radiokomunikacyjnych. Akcja ta 
odpowiada ogélnej tendencji zlagodzenia wzajemnych zaklocen radiostacji 
przez usuniecie lub zmniejszenie promieniowania energii w. kierunkach 
niepozadanych. W zwiazku z tym wymieniona akcja dotyczy przede 
wszystkim anten nadawczych. 

Tak zwane listki boczne wystepuja w silniejszym lub stabszym stopniu 
przy wszelkich rodzajach anten o zwiekszonej kierunkowosci i redukcja 
ich jest, praktycznie biorac, zagadnieniem nielatwym. W radiokomunikacji 
krotkofalowej zagadnienie to jest najbardziej aktualne w odniesieniu do 
trzech nastepujacych typow anten kierunkowych: 

a. anten rombowych (rhombic antennas), 

b. anten Scianowych synfazowych (broadside arrays), 

ec. anten wzdluznych (endfire arrays). 

Ze wzgledu na swa szerokopasmowo0s¢ najezesciej stosowane sa obecnie, 
zwiaszeza w celach nadawczych, anteny rombowe. Niestety, anteny te 
w pordwnaniu z innymi typami anten kierunkowych odznaczajaq sie sto- 
sunkowo znacznymi rozmiarami listké6w bocznych. Systemem zmniejsza- 
jacym do pewnego stopnia listki boczne jest radziecki uklad podwojnego 


* Praca referowana przez autora na zjezdzie naukowym w Ciechocinku we 
wrzesniu 1955 r. 


_ charakterystyki promieniowania rombéw obliczone sa na podstawie wzo- 


is 


HY i Raubal oud Ea eat NeNigie te PIC phere te Th 


ik 


326 | -§. Manczarski zi Arch. Elektrot. 


ai 
| 


rombu Ajzenberga [1]. Wyniki, uzyskiwane za pomoca tego rombu, poka- 
-zano na rys. 1, 2 i 3, gdzie zestawiono charakterystyki promieniowania 
rombu pojedynczego a. i podwojnego b. Charakterystyki. te podano 
w ukladzie wspdirzednych prostokatnych. Jak wida¢ z tych rysunkow, 
powazniejsza redukcje listk6w bocznych osiaga sie jedynie w poblizu 
- pewnej okreglonej czestotliwosci; na przyktlad dla rombu podwdjnego 
-o boku 1=44), gdzie 4) jest optymalna dlugoéciag fali, minimalny poziom 
listkow bocznych przypada dla A~1,33 A) (rys. 2). 
Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione na trzech wymienionych rysunkach 


row podanych na rys. 1 i odnoszacych sie, Scisle biorac, do promieniowania 
w wolnej przestrzeni. Wykresy te moga jednak z dostatecznym przybli- 
zeniem ilustrowa¢ rowniez charakterystyki promieniowania dla niewiel- 
kich katow elewacji w przypadku rombow umieszczonych nad ziemia. 
Przyblizenie takie stosuje sie dos¢ czesto w obliczeniach antenowych dla 
uproszczenia rachunkoéw. 


W odniesieniu do synfazowych anten Scianowych znanym sposobem 
| redukeji listk6w bocznych jest wytworzenie nieréwnomiernego rozktadu 
_ pradu w Scianie. Rozktad ten dobiera sie w taki sposéb, aby maksymalny 
prad ptynat w srodkowych elementach Ssciany. Najprostszy przyklad zasto- 
sowania powyzszej metody pokazano na rys. 4 dla anteny czteroelemento- 
wej z reflektorem biernym w postaci ekranu. Na rysunku tym zestawiono 
charakterystyki poziome promieniowania anteny w wolnej przestrzeni 
_ Zréwnomiernym rozktadem pradu a. i nierownomiernym —b., przy czym 
w drugim przypadku prad w srodkowych elementach przyjeto o 80°/o 
wiekszy od pradu w elementach skrajnych. Pod wykresem podano wzory 
utatwiajace obliczenie odnosnych krzywych. Wartosci liczbowe wspdol- 
ezynnikéw wchodzacych w sktad wymienionych wzoréw odczytuje sie 
z tablicy na rys. 5, ktéra zostala zestawiona przez autora [6] dla szybkiego 
_ obliczania charakterystyk promieniowania zar6wno anten synfazowych 
jak i wzdtuznych. 

Jak widaé z rys. 4, zmniejszenie listka bocznego (w danym przypadku 
wystepuja tylko dwa listki boczne, po jednym z kazdej strony listka 
giownego) powoduje rownoczesnie nieznaczne poszerzenie listka gléwnego. 

Ogdélnie biorac, ilosé¢ listkow bocznych jest tym wieksza, im wieksza 
liczba elementow wchodzi w skiad danej anteny Scianowej. Przy wyste- 
powaniu wielu listkow bocznych po kazdej stronie listka gl6wnego 
powstaje zagadnienie, jak nalezy-ustali¢ rozktad pradu w poszezegélnych 
elementach, azeby otrzyma¢é réwnoczesnie zredukowany poziom wszyst- 
kich listk6w bocznych. Pod wzgledem teoretycznym zagadnienie to zostato 
rozwiazane w roku 1946 przez C. L. Dolpha [2], ktéry wykazal, ze przy 
_zastosowaniu wielomianu Czebyszewa mozliwe jest zaprojektowanie — 
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Rys. 1. Charakterystyki poziome anten rombowych pojedynczej a. i podwdjnej b. 
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Rys. 3. Charakterystyki poziome anten rombowych pojedynczej a. i po- 
dwojnej b. 
Wg G. Z. Ajzenberga 
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_ takiego rozkladu pradu w antenie Scianowej, przy ktorym poziom wszyst- 


“ _kich listk6w boeznych stanowi pewna stata, z gory obrana wartos¢c. Wy- 


brany poziom listkéw bocznych, przy danych rozmiarach anteny, okresla 
szeroko$sé listka glownego, kt6ra zwieksza sie nieco w miare zmniejszania 
poziomu listkow bocznych. 
Jak wiadomo, wielomian Czebyszewa rzedu N zdefiniowany jest przez. 
nastepujace wyrazenia: 
Ty(z)= cos(N arc cos Z) , gdzie|z|<1, (1) 
: T(z) =cosh (N are cosh z) , gdzie|z|>1. (2) 
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Rys. 4. Charakterystyki poziome synfazowych anten Sscianowych 
z rownomiernym a, i nierownomiernym b. rozktadem pradu. 
Wg S. Manczarskiego 


Dalsze przeksztalcenie tych wyrazen w zastosowaniu do charakterystyk 
promieniowania anten mozna znalez¢ w pracach [2] lub [3]. Redukcja 
listkow bocznych pod wzgledem matematycznym rozwiazuje sie w mysl 
tych prac w sposdb catkowicie zadowalajacy. 

W praktyce jednak realizacja metody Dolpha natrafia na bardzo 
powazne trudnosci, zwlaszcza przy antenach Scianowych o znacznej liczbie 
elementéw. Sprawa regulowania, bez strat energii, wartosci pradu w po- 
szezegolnych elementach duzej anteny Scianowej nie przedstawia sie 
prosto. Z tego wzgledu w kroétkofalowych antenach radiokomunikacyj- 
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nych (to znaczy, nie biorac pod uwage radaru) stosuje sie jedynie pari 
dalekie przyblizenie do rozktadu, odpowiadajacego metodzie Dolpha. Ma 
to miejsce w antenach scianowych zasilanych centralnie w jednym punk- 
cie, na przyktad w antenie Chireixa lub antenach budowanych ne polska 
administracje pocztowa. 

W praktyce nie lepiej przedstawia sie poruszona sprawa w odniesieniu 
do anten wzdluznych. I tutaj, podobnie jak w antenach écianowych, 
istnieje teoretyczna mozliwos¢ dowolnego zmniejszenia listké6w bocznych 
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Rys. 6. Podstawowe charakterystyki promieniowania anteny 
wzdiuznej normalnej a. i ze zredukowanymi listkami bocznymi 
b. przy zastosowaniu wielomianu Czebyszewa. 
Wg R. H. Duhamela 


przez wytworzenie nier6wnomiernego rozkladu pradu w antenie wzdluz- 
nej. W roku 1953 R. H. Duhamel [3] wykazal, ze przez zastosowanie wielo- 
mianu Czebyszewa mozna doprowadzi¢ w antenie wzdiuznej wszystkie 
listki boczne do z gory wybranego, stalego poziomu. Ilustracje tego roz- 
wiazania przedstawiono na rys. 6, gdzie dla przykladu rozwazona jest 
antena wzdtuzna siedmioelementowa (nieparzysta liczba elementéw daje 
pewne ulatwienia matematyczne przy stosowaniu wielomianu Czeby- 
szewa). Na rysunku tym zestawiono podstawowe charakterystyki promie- 
niowania anteny wzdluznej normalnej a. i ze zredukowanymi listkami 
bocznymi b. przy zastosowaniu wielomianu Czebyszewa. 
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Termin podstawowe charakterystyki promieniowania oznacza, ze cha- 
rakterystyki te zdjeto w wolnej przestrzeni w ptaszczyznie prostopadiej 
do elementow, z ktérych sktada sie dana antena wzdiuzna. W obu rozwa- 
zanych przypadkach a. i b. odlegtos¢ miedzy sasiednimi elementami jest 


ta sama i wynosi 5 Jednakze w przypadku a. prady we wszystkich ele- 
mentach posiadaja te sama wartosé I, a kat fazowy miedzy pradami w sa- 

ere A 
siednich elementach wynosi a=90° odpowiednio do odlegtosci x (stad 


nazwa antena wzdtuzna normalna). W przypadku b. prady w poszcezegol- 
nych elementach sq rézne pod wzgledem wartosci i wykazuja minimum 
w elementach skrajnych, a maksimum w elemencie Srodkowym i kat 
fazowy miedzy pradami w sasiednich elementach wynosi a=173,2°. 

Rozktad pradu i kat fazowy a wybrano w przypadku b. przy zastoso- 
waniu wielomianu Czebyszewa w taki sposdb, aby wszystkie listki boczne 
osiagnely ten sam poziom, wynoszacy 10°/o natezenia pola wytwarzanego 
przez listek gltowny. Na rys. 6 podano prady Io, 1,, I., Is dla przy- 
padku b., obliczone w funkcji pradu I, wzietego z przypadku a. w taki 
sposob, aby natezenie pola listka glownego dawato w obu przypadkach 
te sama wartos¢. Z przedstawionego na tym rysunku liczbowego zesta- 
_ wienia pradow, wynikaja dwa bardzo wazne wnioski: 

1. opornos¢ promieniowania anteny w przypadku b. musi by¢ znacznie 
mniejsza niz w przypadku a., 

2. prady w przypadku b. musza byé¢ doregulowane, jak podaje Duha- 
mel [3] z duza precyzja, rzedu 0,1°/o w stosunku do pradu maksymalnego. 

Pierwszy z tych wnioskéw zwiazany jest przede wszystkim z widocz- 
nym na rys. 6 dos¢ znacznym zwezeniem listka glownego w przypadku b.., 
co zbliza ten przypadek do warunkow panujacych przy tak zwanych ante- 
nach superkierunkowych (z tym jednak zastrzezeniem, ze rozktad pradu 
w antenie superkierunkowej, obliczony na przyktad metoda Schelkunoffa, 
rozni sie od rozktadu pradu obliczonego metoda Duhamela). Jest rzecza 
jasna, ze nadmierne zmniejszenie opornosci promieniowania jest okolicz- 
nosciq niekorzystna dla anten nadawcezych, zarowno ze wzgledu na pogor- 
szenie sprawnosci anteny, jak i z uwagi na przepiecia wystepujace przy 
duzych mocach. Rownoczesnie krzywa rezonansu. anteny moze okazaé sie 
wowczas zbyt ostra dla pewnych rodzajow transmisji. 

Drugi z wymienionych wnioskéw stwarza w praktyce niezwykle duze 
trudnosci, zwlaszcza jezeli precyzyjna regulacja amplitudy i fazy poszceze- 
golnych pradéw ma byé zrealizowana bez straty promieniowanej energii. 
W zwiazku z tymi trudnosciami piekna pod wzgledem teoretyeznym praca 
Duhamela nie znalazta dotad w radiokomunikacji praktyeznego zastoso- 
wania. To samo da sie powiedzie¢ o pracach teoretyeznych, dotyczacych 
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anten wzdtuznych, Schelkunoffa [9] i Gowarda [4]. Pierwszy z nich stwo- 
rzyt metode obliczania anten superkierunkowych ze zredukowanymi, ale 
niedoprowadzonymi do wspdlnego poziomu listkami bocznymi, drugi 
osiagnal podobny rezultat przez zmodyfikowanie i uzupelnienie metody 
Hansena i Woodyarda [5] metoda Woodwarda [10]. 

W rozwazaniach nad antenami wzdluznymi nie’ wspomniano dotychezas 
o praktycznie uzywanym sposobie redukcji listkow bocznych przez zasto- 
sowanie podwoéjnych anten dwustronnie grzebieniowych (array of fishbone 
antennas). Anteny tego typu nie wykazuja omowionych niedogodnosci, 
ale ze wzgledu na niska sprawnos¢ moga by¢ stosowane jedynie jako 
anteny odbiorcze. Redukcja listkOw bocznych opiera sie tu na tej samej 
zasadzie jak w rombach podwo6jnych (patrz wzor F,(~) na rys. 1); listki 
boezne otrzymuje sie przy antenach grzebieniowych nieco mniejsze niz 
przy antenach rombowych. 

W Polsce badania nad nadawczymi antenami wzdtuznymi o zreduko- 
wanych listkach bocznych rozpoczeto w roku 1950. Zwrécenie uwagi na 
antene wzdiuzna spowodowane byio ta okolicznoscia, ze anteny tego typu 
maja z punktu widzenia radiofonii krotkofalowej korzystniejszy ksztatt — 
listka gl6wnego niz anteny innych typoéw. Polskie Radio, ktore intereso- 
wato sie tym zagadnieniem, postawito dla anteny wzdluznej nastepujace — 
wymagania wstepne: 

a. jak najlepsza koncentracja promieniowanej] energii w zadanym 
kacie, czyli najodpowiedniejszy ksztatt listka glownego i redukcja listk6w 
boeznych, 

b. moznosé obciazania anteny duza moca (rzedu kilkuset kilowatéw), 

c. wysoka sprawnosé anteny. 

d. proste i tanie rozwiazanie zarowno schematowe jak i konstrukcyjne, 
nie wymagajace skomplikowanych regulacji. 

Wobec tych wymagan rozwiazanie koncepcyjne, jakie opracowal autor 
[7], zostato oparte na antenie wzdtuznej normalnej, majacej dostatecznie 
wysoka opornosé promieniowania, to jest na antenie z tak zwana fala 
stojaco-biezacga. Zastosowanie takiej fali stanowilo nowosé w bu- 
dowie wieloelementowych anten wzdtuznych, co pozwolilo na usuniecie 
pochianiajacego energie oporu koncowego, jaki uzywano zawsze w ante- 
nach z fala biezaca; dzieki temu udato sie otrzyma¢ wysoka sprawnosé 
nowej anteny. 

Antena wzdtuzna z fala stojaco-biezaca jest pomyslana w ten sposdb, 
ze w poszczegélnych jej elementach wystepuje fala stojaca, ale pod wzgle- 
dem promieniowania energii cala antena zachowuje sie tak, jak gdyby 
istniala w niej fala biezaca. Powyzszy system anteny jest przeciwstawie- 
niem innego systemu antenowego, r6wniez opracowanego przez autora [8] 
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é pod nazwa anteny z fala biezaco-stojaca, opartego na odmiennej zasadzie || 
dzialania niz anteny wzdtuzne. 
me -Redukcja listk6w bocznych w rozpatrywanej antenie wzdtuznej z fala 
stojaco-biezaca osiagana jest w znacznym stopniu dzieki kompensacyj- 
nemu dzialaniu dwoch rownolegtych rzedéw dipoli pétfalowych, z ktérych 
sktada sie omawiana antena. 
Rozktad pradéw i stosunki fazowe w antenie wzdtuznej z fala stojaco- 


F(~)=Sp “Ws Ss 
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Rys. 7. Charakterystyka promieniowania w plaszezyznie dipoli 
anteny wzdtuznej normalnej j|8DD 1 (w uktadzie wspdirzednych 
prostokatnych). 
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biezaca wyjasnia rys.7. Rozwazona na tym rysunku antene oznaczono 
-symbolem j|8DD]|1, gdzie 


j.— kat fazowy 90° miedzy pradami w sasiednich elementach, 
' 8DD — 8 pédlfalowych dipoli podwéjnych, 
1 — wspdltezynnik wskazujacy, ze antena jest normalna, to znaczy, 


ze odleglos¢ miedzy sasiednimi elementami wynosi Se co odpo- 


wiada katowi fazowemu 90° wyrazonemu symbolem j. 

Przedstawiona na rys.7 charakterystyka promieniowania w plaszczy-. 
znie dipoli anteny j|8DD]|1 moze byé obliczona za pomoca wzoru podanego: 
pod wykresem. Wchodzace w ten wz6r wspdiczynniki odczytuje sie 
z tablicy na rys. 5. Jak wida¢ z przebiegu rozwazanej charakterystyki, 
listki boczne ulegly tu dos¢ znacznej redukcji, co jest widoczne szezegélnie 
wyraznie przez pordwnanie rys. 7 z rys. 6. 

Dla lepszego jeszcze zobrazowania charakterystyki promieniowania 
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na rys.8 w uktadzie wspoirzednych biegunowych. Podane tam wzory na 
natezenie pola E w funkeji kata ® sa tylko inna wersja wzoréw figuru- 
jacych na rys. 5, dostosowana do odmiennego sposobu odmierzania kata®. ~ 

Opornosé promieniowania anteny j|8DD [1 , odniesiona do pradu w po- 
jedyncezym dipolu polfalowym, wynosi w wolnej przestrzeni okoto 2450 OF 
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Rys. 8. Charakterystyka promieniowania w plaszczyznie dipoli 
anteny wzdtuznej normalnej j|8DD] 1 (w uktadzie wspolrzednych 
biegunowych). ; 
Wg S. Manczarskiego 


a zysk kierunkowy, réwniez w stosunku do dipola pdifalowego, okoto 
7,7. Wartos¢ tego zysku zwiazana jest z potrzebna dla celéw radio- 
fonicznych dos¢ znaczna szerokoscia listka glownego (rys. 8). Umieszezenie 


anteny nad ziemia na wysokosci nie mniejszej niz ak w przyblizeniu nie 


anteny wzdluznej j|8DD]1 charakterystyke te przedstawiono dodatkowo: | 


BRIS S. Manczarski Arch. Elektrot. 


wplywa na opornos¢ promieniowania anteny, natomiast maksymalny zysk 
kierunkowy ulega prawie czterokrotnemu zwiekszeniu. Od wysokosci 
anteny nad ziemia zalezy rowniez kat elawacji maksimum glownego listka 
promieniowania; przy wysokosci réwnej a wymieniony kat elewacji wy- 


nosi okoto 25°, co odpowiada dobrze warunkom naSswietlania terenow, 
lezacych w najdalej potozonych od nas krajach europejskich, przy wyko- 


| 


Rys. 9. Antena wzdtuzna z fala stojaco-biezaca. 
Wg S. Manczarskiego 


rzystaniu fal jonosferycznych odbijanych od warstwy F2. Dla obliczenia 
zysku anteny w odniesieniu do anteny izotropowej zysk wzgledem dipola 
polfalowego nalezy pomnozyé przez wspdlezynnik 1,64. 

Dzieki znacznej opornosci promieniowania antena j|8DD|1 moze byé 
obciazona bardzo duza moca, rzedu kilkuset kilowatéw. Sprawnosé anteny 
jest bliska jednosci. 

Na rysunku 9 przedstawiona jest jedna z wersji praktycznego ukladu 
anteny wzdtuznej j|8DD|1. Dipole promieniujace utrzymywane sa 
w dwéch blisko siebie potozonych plaszezyznach (Scisle biorae powierz- 
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chniach) za pomoca przeciwwag mechanicznych. Przesuniecie fazy o 90° 
pomiedzy pradami plynacymi w dwoch czworkach dipoli osiaga sie przez 
wytworzenie odpowiedniej réznicy drég w poziomych fiderach, zasilaja- 
cych te czworki. 

Dla przejrzystosci rysunku 9 pominieto tam niekt6ére szczegdély, jak 
na przyktad dodatkowe druty przy dipolach promieniujacych, majace na 
celu zmniejszenie opornosci falowej tych dipoli oraz dodatkowe petle, 
dopasowujace poziome fidery i stuzace do wytwarzania w nich fali bie- 
Zace]. 

Cprocz zasadniczych zalet rozpatrywanej anteny, wynikajacych ze 
speiienia postawionych dla niej warunkdw, nalezy dodaé jeszcze naste- 
pujaca: w antenie danego typu stosunkowo tatwo daje sie dokonaé zmiane 
kierunku promieniowania anteny o 180°, co osiaga sie przez proste odwr6- 
cenie kierunku pradéw w jednej z czwoérek dipoli promieniujacych. | 

Anteny wzdluzne z fala stojaco-biezaca zostaty wybudowane przez 
Polskie Radio i oddane do eksploatacji w latach 1950—1951. Przy budowie 
i pomiarach tych anten wziat udziat oprécz autora — jako projektodawcy — 
zespot inzynieréw Polskiego Radia w osobach: W. Rabecki, H. Kalita, 
W. Lisicki i J. Zidtkowski. Przeprowadzone pomiary wykazaly stusznos¢ 
obliczen matematycznych zawartych w projekcie. 
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C. MAHYAPCKH 
YMEHDbINMEHMUE BOKOBBIX JIENECTKOB B HAITPABJIEHHBIX AHTEHHAX ~ 


Pesrwme 


- Ymenplenve SOKOBbIX JIEMeCTKOB B XapaKTePMCTUKAX M3JIyYeHUA KOPOTKOBOJI- 
HOBbIX AHTCHH PaMOCBA3M COOTBeTCTByeT BbIpawkeHHomMy CCIR ctpemmeunuro ocmabuTb 
BSAMMHbIe BOSMVILIEHMA TepeqaTuukKoB pu NOMOLUIM yAaeHuA UIIM YyMeHbIIeHUA 
V3IYYeHUM SHeEPIMu B HeRKeTATCJIbHbIX- HAMpaBJICHUAX. 

B uHactoaujem padcTtre paccMOTPeHbI TPM OCHOBHbIX TMMa KOPOTKOBOJIHOBbIX 
HampaBJIGHHbIX AHTCHH PagUOCBASHK: 

1) pom6muecKMe AHTCHHBI, 

; 2) cuHcba3sHbie AHTCHHBI, 

3) AHTeCHHEI Oeryiyem BOJIHBI. 

Bsauyy ux wIMpokonNom0cHOcTM Tenepb “alle BCerO HPMMeHAIOTCA pomMOmuecKue 
AHTeCHHbI, KOTOPbIe, OFHAKO, B CpaBHeHMM Cc ZPyrMMM TuMaMM AaHTeHH OTIM4AIOTCA 
CpaBHUTeIbHO G6ombIUMMU pa3sMepamMu OOKOBEIX sIemecTKOB. CoBeTcKasA cuicTeMa JBOr- 
Horo pom6a Anm3eHbepra — pyc. 1, 2 u 3 — B HeEKOTOPOM cTeneHY yYMeHbuiaeT GOKOBBIE 
menecTku. Kak BMZHO U3 STUX PMCyHKOB, O6omee 3HAUUTeEIbHOe YMeHbUIeEHMe SHOKOBLIX 
NeCTKOB NOyuaeTCA TONbKO BONM3M HEKOTOPOM ONpexeNCHHOM UaACTOTI, HaNp. Ha 
puc. 2 nama A~1.332,, rae 4) ABNAeTCA ONTMMAJIbHOM AIMHOM BONHBI pomOa 10 
OTHOLWIEGHMIO K U3IyUeHUIO TUAaBHOTO eMecTKA. , 

OTHOCMTEIbBHO CMHCbasHbIX AHTCHH -—— VM3BeECTHbIM CMOCOOOM YMCHBIUCHMUA UX 
60KOBLIX JIEMHeCTKOB ABIAeTCA OOpasoBaHMe HepaBHOMePHOTO pacnpeszeneHuA TOKAa 
B 9N€Me€HTAX AHTCHHBI. 

STo pacnmpenyeneHue nozOupaetca TakMM OOpa3soM, UTOOKI HAaMOONbUIMM TOK NoOTy- 
4YNJICH B CCPeTUHHBIX 9JIEMeHTAX. 

IIpocreviumu mpumMep MpuMeHeHMA 9TOTO MeTOa MoKasaH Ha pune. 4. Ha sTom 
' pucyHKe Nox ZuarpaMMowM NPMBeReCHbI CopMyJbI, OOmMeruaiomjmMe pacuéT COOTBETCTBEH- 
HbIX KPMBbIX. UNcCNOBLIe 3HAYCHUA KOSCCUMMeHTOB, BXOAAUIX B cocTaB HWpMBe- 
WeHHbIX CopMya, ompexenarorcnh no Tabsuuye Ha puc. 5. Ora Tabmuya cocTaBmeHa 
ASBTOPOM uA ObICTpOro pacuéTa XapaKTePMCTUK M3IyYYeHMA KaK CMHQMa3HbIX AHTeCHH, 
TaK W aHTeHH Oeryilen BONHBI. 

IIpu BbICTyMmaHUM MBHOrMxX OOKOBBIX JIeEMeCTKOB BO3HUKaeT BOTIpOc, KaKMM OOpa- 
30M cnefyer pacnpeyenntS TOK B OTJCIbHbIX SJIEMCHTAX AHTCHHBI, UTOOI ocTur- 
HYTb OJHOBPCMCHHOTO YMEHBUICHMA yYPOBHA BCeX OOKOBbIX emecTKOB. TeopeTtmuecKkn 
Bompoc 9TOT Obi pewiéH B 1946 rony C. JI. Jonpcbom, AoKasaBuImM, UTO, NpMMeHAA 
MHOorouneH UWeObuuesa, ABJIHETCA BO3MOXKHOM MpOeKTMPOBKA TaKorO pacnpezenenua 
“ToKa B CMHdasHoOm aHTeHHe, MpM KOTOpPOM YPOBeHb BCeX OOKOBLIX JeMmecTKOB 
cocTaBJIdeT HEKOTOPOe NOCTOAHHOe, 3apaHee u30paHHoe 3HayeHMe. Muorounen Uebni- 
mesa N-HOrO nopsayKa ompexeneH BbIpPameHuamnu (1) uw (2). 

Ha mnpaktruKke, mpu peanm3aunu MetToya Jlombcba BcTpeyaioTCA, OFHAKO, OUeCHB 
Cepuo3Hble 3aTpyTHeHUA, B OCOOeCHHOCTM MpM CMHCaSHbIX AHTCHHAX CO 3HAUMTeCILHBIM 
KOJMUECTBOM 9JICEMCHTOB. 

He ayume o6crout sTor Bompoc um c aHTeHHamM Geryuje BonHEI. Kak u ana 
CUHMa3HbIX AHTCHH, 3eCb TORE ABNACTCAH TeEOPeCTMYeCKM BOSMOXHbIM MPOM3BOIbHO 
YMCHbIUUTh GOKOBbIe WenecTKM pM MoMOIM HepaBHOMepHOrTO pacnpeyzeneHua TOKAa 
B aHTeHHe Geryilel BOJIHBI. 
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B 1953 rogy Jroramenh yoKa3an, wo OnaroyapsA MpumMenHeuuio MHOrouneHa Ue- 
ObllleBa MO2KHO B AHTeHHE 9TOrO THMAa cBeCTH Bce OOKOBbIe eNecTKM K HeEKOTOPOMy 
MOCTOAHHOMY, 3apaHee u3sOpaHHOMy ypoBHto. Iloacnenve TaKoro pelIeHMA MBI BUAMM 
Ha pue. 6. 

Kak ceaqyeT “3 MOqaHHbIX Ha 9TOM PucyHKe 3HAYeHMIi TOKOB, MeToy Jiioramena 
BBISbIBACT YMCHBUICHME CONPOTMBICHMA VM3IIYYeHNUA AHTeHHBI. OTO oOcroatembeTRBO, 
a TAKKE OCNORHEHMA, CBASAHHbIe C PeryIMPOBKOM TOKOB M Mx cba30BbIM cmMeLIeHMeM 
CO3MaIOT ONYCHb SHAYMTECIBHbIC 3ATPYAHeHUA WIA MpakTM4ecKoro NpuMeHeHMA MeTORA 


7oramens. Iloqo6npre ocnoxKHeERMA BbICTyNAaIOT M UpM MeToTe IenkyHosa Koynep- 


HanpaBJICHHble AHTCHHbI), a Tak2xKe mpm MeTone Tosapza. 
B Hombre uceneqopanua nepeyaiwuiMx HanpaBseHHbIX aHTeHH Geryiei BONHEI 
C YMCHbINCHHBIMM OOKOBbIMM senecTKaMM ObImM HayaTbI B 1950 roy. Polskie Radio, 


UHTepecoBaBUIeeCA STMM BOMPOCOM, NOCTaBMJIO ANA AHTCHHBI 6eryyen BOJIHbI CJI€- 


Ayrouywe MpezBapMTesbHbIe TpedoBaHMA: 

a) BO3MO2%KHO HaWJyuliad KOHUCHTpauMA U3IyuaemMou sHepruu B Tpe6yemom yrue, 
T.e€. HamOomee cooTBeTcTByroljad cbopMa TraBHOrTO enecTKa M yMeHbUIeHUe GOKOBbIX 
JI€TIECTKOB, 

6) BO3MO2KHOCTB Harpy3KM aHTCHHbI 3HAUMTeIbHOM MOLIHOCTBIO — JO HeCKOJb- 
EKMX COT KMJIOBaTOB, , 

B) 3HAYUTENbHBIM KOsdbduuMeHT MOMeSHOTO FeMCTBUA AHTCHHBI, 

r) Mpocroe u weuléBoe KaK CXeCMaTMYeCKOe, TAK UM KOHCTPYKIMOHHOe pelleHue, He 
TpeOyroljee CO#KHOM peryTMpoBKM. 

BeMgy sTux TpeOoBaHuu, peuleHue pa3spadoTaHHOe aBTOPOM, OCHOBaHO Ha HOp- 
MabHOM aHTeHHe OeryujeM BONHbI, uMeroujeu WocTaTOuHOe COMpPOTMBIeHNe U3sIyUe- 
HMA, T.&. Ha AHTeHHE C T. Has. CTaljmMOHapHO-Oeryuyem BomHOM. IWpumMeHenue Tako“ 
BOJIHbI ABJIAJOCb HOBOCTbIO B KOHCTPYKUMM AaHTeHH Oeryllew BOJHbI CO MHOTMMM 
SJIEMCHTaAMM; OHO NOSBOJMNO YRANUTb MOrsowsarwijee SHeEPruro COMPOTMBIeHMe, KOTO- 
poe Ob10 Bcergqa NPMUMeHAeMO B AHTeHHAX Oeryujeu BONHbI. BuaroyapaA 9TOMy yaauocb 
WOCTMrHYTb BbICOKOrE KOscdduMeHTa MONe3HOTO WFeUCTBUA HOBOM AaHTeHHBI. 

PacnpeyemeHnue TOKa Mf (basOBble COOTHCIICHMA B AHTeHHE CO CcTaljMoHapHo-Oery- 
mje BONHOM USbACHEHB! Ha puc.7 u 8, Ha KOTOPHIX NOKa3aHa ANTeHHA, OOOSHAYeHHAaA 
cumBomomM j,8DD/1. Ha pucyHKax 9TMx yKa3aHa TOX#Ke B UPAMOYIOJIbHbIX M MOMAp- 
HbIX KOOpyMHaTaxX WMarpaMMa HalpaBsIeHHOCTM, a Takme QODMyJIbI, NO KOTOPLIM 
MOryT ObITb MpoM3BeyeHbI pacuéTbIi Kak cneqyeT M3 9TMxX epTewKeN, OOKOBEIC 
Ne€MeCTKM CBEAeCHLI K HE3HAUMTECIIbHOMy YPOBHIO, 6€3 HY2XbI CMORKHOU pPeryMPOBKU 
AMUAUTYZLI U cbasbl TOKOB B OTJCJLHbIX WMMOAX. ; 

BauaroyapA OBONbHO B3HANMTEIIEHOMY CONMPOTMBJICHMIO VU3IYYCHMA AHTCHHDI 
ji8DD/1 — ona MoOxeT SITS HarpyxKeHa OYCHb OONbUIOM MOUIHOCThIO, MopAAKa 
H€CKOJIBKUX COT KUICBATOB. 

Kosq@durmment nmomesHoro JIeMucTBMA AHTeCHHbI ONM30K K equHUe. JOCTOMHCTBOM 
onMcaHHOM AaHTCHHbI ABIAeCTCA TAK2KE BO3SMO%XKHOCTbh CPaABHMUTeJIbHO JNé€rKOTO M3Me- 
HeHMA HampaBueHMuaA eé€ uzsyueHuaA Ha 180°. 

Ha puc. 9 mpeyzcTaBmeH O2MH U3 BapwMaHTOB MpakTMueCKOM CXCMbI AaHTeCHHBI 
4\8DD/1. 

OnucaHHble aHTeCHHbI CO CTalMmoHapHo-GeryujeM BoNHOM mpuMmMeHaroTca B [loupe 
BR KOPOTKOBOJIHOBOM pagqMOBeljaHnun. 
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S. MANCZARSKI 


REDUCTION OF SIDE LOBES IN DIRECTIONAL ANTENNAS 


Summary 


In order to minimize the interference of two or more shortwave transmitting 
stations, the CCIR has been urging the elimination or reduction of radiation in unre- 
guired directions. The reduction of side lobes in short-wave antenna radiation pat- 
terns will decrease such interference. In this paper, three basic types of directional 
short-wave radio-communication antennas are reviewed: 

1) rhombic antennas, 

2) broadside arrays, 

3) endfire arrays. 

Because of their wide-band characteristics, the rhombic antennas are most fre- 
quently used. These antennas, however, produce considerably greater side lobe radia- 
tion than the other types. The Eisenberg double-rhombic system, developed in the 
Soviet Union, reduces the side lobes only to a certain extent. As can be seen from 
Figs. 1, 2 and 3, considerable side lobe reduction occurs only in the neighbourhood of 
one particular frequency. In Fig. 2, for example, it can be seen that this frequency cor- 
responds to 41.33, where 4, is the optimum rhombic wave length for the main 
lobe radiation. 

A well known method for reducing the side lobes in broadside arrays is to main- 
tain an uneven distribution of currents in the individual radiators. The distribution 
is chosen so as to provide the greatest current in the central radiators. The most 
simple example of this method is shown in Fig. 4. 

Formulae for computing the points on the curves are to be found in the same 
figure under the curves in question. The numerical values of the coefficients 
appearing in these formulae can be found in the table of Fig. 5. This table has been 
prepared by the author to facilitate rapid calculation of both broadside and endfire 
array radiation patterns. 

In those cases in which there are many side lobes, the problem arises of how 
to determine the distribution of currents in the individual radiators in order to de- 
crease simultaneously the radiation in each side lobe. 

The theoretical aspect of this problem was solved in 1946 by C. L. Dolph. He 
showed that by using the Tchebycheff polynomials, it is possible to design the current 
distribution for the array so that the level of radiation in each side lobe will be equal 
to a predetermined value. Tchebycheff polynomials of the order N are defined by Eas. 
(1) and (2). 

In practice, however, Dolph’s method meets with many serious difficulties, espe- 
cially for arrays with a considerable number of radiators. 

Attempts to reduce side lobes of endfire arrays have fared no better. Here too, ~ 
it is theoretically possible to achieve any arbitrary reduction of the side lobe radiation 
- by creating an uneven current dstribution in the array. In 1953, R. H. Duhamel 
showed that by using the Tchebycheff polynomials, it is possible to maintain the level 
of side lobe radiation at a predetermined value. Fig. 6 illustrates this method. 

As can be seen from the values of the currents shown in Fig 6, the Duhamel 
method reduces the array radiation resistance. This fact coupled with the compli- 
cations involved in controlling the current and the current phase relations creates 
very serious difficulties for any practical application of Duhamel’s method. Similar 


%, 
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difficulties appear in the methods proposed by Schelkunoff (super-directional an- 
tenna) and by Goward. 

Work on reducing side lobes of endfire transmitting arrays has begun in Poland 
in 1950. Polish Radio, which is interested in this problem, set the following require- 
ments for endfire arrays: 

a) the best possible concentration of radiated energy in a given angle; e. i. in 
the most suitable shape of the main lobe with minimum side lobes, 

b) possibility for loading the antenna to a power of several hundred kilowatts, 

c) high antenna efficiency, 

d) simple and inexpensive circuits and constructional features not requiring com- 
plicated regulation. 

In face of these requirements, the author worked out a system based on the 
uniform endfire array with a sufficiently high radiation resistance, the so-called 
standing-travelling wave antenna. The use of such a wave is an innovation in the 
construction of multi-radiator endfire arrays. It avoids the necessity of energy- 
absorbing terminating resistances always used in travelling wave arrays. As a result, 
a highly efficient new type of array was obtained. 

The current distribution and phase relations in the endfire array with a standing 
travelling wave is explained in Figs. 7 and 8, where the array is designated by the 
symbol jji8DD/1. The radiation characteristic in rectangular and polar coordinates are 
given in these figures along with the formulae from which they can be derived. 

As can be seen from Fig. 7 and 8, the side lobes have been reduced to a negli- 
gible value without using complicated amplitude and phase regulation for the indi- 
vidual dipoles. 

Because of its very high radiation resistance, the j|/8DD|1 endfire array can be 
loaded to as much as several hundred kilowatts. The efficiency of the array is close 
to unity. 

Another advantage of this array is that its direction can easily be changed 
by 180°. 

Fig. 8. shows one practical version of the j|/8DD/1 endfire array. 

The described endfire array with a standing-travelling wave is being used in 
polish short-wave broadcasting. 
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S. BOROWSKI, S. JASINSKI, S. MANCZARSKI 


Zjawisko Dopplera w propagacji jonosferyezney 


Rekopis dostarezono 13. 12. 1955 


Praca podaje zestawienie wynikoOw pomiarowych odnosnie zjawiska 
Dopplera w oswietleniu klasycznej teorii tego zjawiska. Poniewaz niektore 
wyniki doSwiadezalne zmian czestotliwosci przypisywane zjawisku Dopplera 
znacznie odbiegaja od obliczen teoretycznych, przedstawiono przypuszczalny 
mechanizm zmian czestotliwosci w warunkach granicznych (bliskich MUF) 
odbic od jonosfery. 


1. WSTEP : 


Celem pracy jest wyjaSnienie rozbieznosci pogladéw, jakie spotyka 
sie w literaturze na temat znaczenia w radiokomunikacji krétkofalowej 
zjawiska Dopplera, ktére zachodzi w zwiazku z niestabilnoscia jonosfery. 
Cytowane przez roznych autoréw (Dodatek 1) pomiarowe wyniki wahan 
ezestotliwosci powodowanych przez to zjawisko rdéznia sie miedzy soba 
o kilka rzedoéw wielkosci. Niektoérzy autorzy wiaza wystepowanie silnego 
efektu Dopplera z duza zmiennoscia kata przychodzenia fali jonosfe- 
rycznej. 

Wedtug badan przeprowadzonych na falach ultrakrétkich (ponizej 
150 MHz) w ostatnich latach w rejonach zorzy polarnej stwierdzono, ze 
przy odbiciach od kotary zorzowej wystepuja dos¢ znaczne zmiany czesto- 
tliwosci, ktore moga by¢ przypisane zjawisku Dopplera. Podczas jednej 
z serii prob przy 50 MHz otrzymano zmiany czestotliwosci fali nosnej 
zawarte w granicach od 0 do 200 Hz [6]. 


2. KLASYCZNA TEORIA ZJAWISKA DOPPLERA 
NA TLE WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH 


Zjawisko Dopplera znane w akustyce i w optyce (przy zjawiskach 
astronomicznych) obserwowane jest rowniez przy propagacji fal radiowych 
odbijanych od jonosfery. 

Zjawisko to polega na tym, ze czestotliwos¢ odbierana rdzni sie od na- 
dawanej. Wedlug klasycznej teorii zjawiska Dopplera obserwowana 
zmiana czestotliwosci moze wynika¢ na skutek: 
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1. ruchu zrodia, 

2. ruchu odbiornika, , 

3. ruchu Srodowiska (w przypadku propagacji jonosferycznej fal radio- 

wych — wskutek ruchu warstwy odbijajace}), 

4. kombinacji ruché6w wyszczegdlnionych w punktach 1. i 3. 

Zjawisko Dopplera przy ruchach zwierciadlanej warstwy jonosferycz- 
nej podane zostato w ujeciu optyki geometrycznej w Dodatku 2. Z dys- 
kusji wzoréw. przytoczonych w tym Dodatku wynika, ze zjawisko Dop- 
plera przy propagacji jonosferycznej] moze by¢ wywolane jedynie przez 
skladowa pionowg szybkosci poruszania sie warstwy odbijajacej. Zmiana 
ezestotliwosci (wzgledna) wyraza sie wOwczas wzorem 


ca =2 sina ‘ (1) 
i Cc 
,gdzie 
Af — zmiana czestotliwosci (na skutek zjawiska Dopplera), 
f — czestotliwos¢ emitowana, 
u — sktadowa pionowa szybkosci unoszenia sie warstwy, 
c — szybkosé Swiatta, 
a — kat elewacji. 


A 
Ze wzoru (1) wynika, ze a jest tym wieksze, im wieksza jest szybkos¢ 
; ui kata. 
A 
W tablicy 1 podano wyniki obliczen el dla kat6éw elewacji 10° i 30° 


na podstawie wzoru (1) przy obserwowanej, na przyktad w Anglii w okre- 
sach malych plam sionecznych, szybkosci unoszenia sie warstwy odbija- 
jacej wu =~ 12 m/sek. 


Tablica 1 
| é Af 
a wu m/sek — -108 
f 
10 | 12 | 1,4 
30 12 4 


Z porownania powyzszych obliczen z danymi Dodatku 1 wynika, Ze 
w niektorych przypadkach jest dos¢ duza zgodnoSsé teorii z obserwacja. 
Rezultaty obliczen réznia sie jednak znacznie od wynikéw opublikowa- 
nych przez Bohma w 1929 r. Pewne Swiatilo rzuca na powyzsze rozbiez- 
nosci ta okolicznos¢, ze ujecie optyki geometrycznej jest stuszne tylko 
dopoty, dopoki czestotliwos¢ robocza nie stanie sie zbyt bliska granicznej 
ezestotliwosci jonosfery; w tym momencie optyka geometryczna Bees? 
obowiazywac. 
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Sprawa ta wymaga dodatkowych wyjasnien. Wedlug praw optyki 
geometrycznej przy zmniejszaniu sie gestosci jonizacji przejscie od stanu 
odbijania sie fali jonosferycznej do stanu nieodbijania sie jej odbywa sie 
skokowo. Graniczne odbicie zachodzi wtedy, gdy szybkos¢ grupowa fali 
staje sie rowna zeru. Poniewaz jednak iloczyn szybkosci grupowej przez 
fazowa rowna sie kwadratowi szybkosci Swiatla, to w miare zblizania sie 
do czestotliwosci granicznej (MUF), gdy szybkos¢ grupowa dazy do zera, 
szybkos¢ fazowa dazy do nieskonczonosci. Uwzgledniajac jeszcze, ze jono- 
sfera jest niejednorodna, nalezy zauwazy¢, ze niejednorodnosci staja sie 
wtedy male w pordwnaniu z dtugoscia fali w danym miejscu. W ten spo- 
sob powstaja wiaSnie warunki, w ktorych optyka geometryczna przestaje 
Gbowiazywac wobec nastepujacej ogdlnej zasady: metody optyki geome- 
tryeznej stosuja sie tylko wtedy, gdy koncentracja elektronowa nie ulega 
praktycznie zmianie w granicach odlegtosci porownywalnych z dtugoscia 
fali. 

W rozpatrywanych warunkach musimy sie zatem uciec do optyki falo- 
wej. W zwiazku z tym nizej rozpatrzono mechanizm odbi¢ jonosferycz- 
nych w ujeciu optyki falowej i w oparciu o zdjete doSwiadczalnie prze- 
biegi pojedynczych impulsOw powracajacych na ziemie po-odbiciu od 
jonosfery. 


3. PRZYPUSZCZALNY MECHANIZM ODBIC OD JONOSFERY 
W WARUNKACH GRANICZNYCH 


Scisla interpretacja matematyczna zjawisk zachodzacych w jonosferze 
natrafia w ujeciu optyki falowej na bardzo powazne trudnosci, zwlaszceza 
w poblizu stanow granicznych. 

Ogolne zagadnienje rozchodzenia sie fal elektromagnetycznych w Sro- 
dowisku zjonizowanym znajdujacym sie w polu magnetycznym ziemi 
nie znalazto dotad Scistego rozwiazania. Jest to spowodowane tym, ze: 

1. nie zostaty jeszcze wyprowadzone Sciste r6wnania rozchodzenia sie 
fal w rozwazanych warunkach, 

2. przy rozwiazywaniu rodwnan trudno jest sformutowa¢ w sposdb 
wiasciwy warunki graniczne. 

Tylko w niektorych przypadkach szczegélnych rozktadu jonizacji i dla 
niektérych kierunkoéw specjalnych lub wobec braku pola magnetycznego 
rownania moga byé sformulowane i moze byé znalezione ich rozwiazanie. 
Dlatego sprébowano odtworzy¢ przypuszczalny mechanizm odbi¢ jono- 
sferyeznych w tych warunkach w sposdb przyblizony, opierajac sie na 
pewnych materiatach doswiadczalnych. Jako punkt wyjscia rozpatrzono, 
stwierdzone eksperymentalnie, zjawisko rozbicia na szereg ciagOw poje- 
dynczego impulsu, odbitego od warstwy jonosferyczne]. 

Przyktad takiego impulsu pokazany jest w Dodatku 3. 


{ 
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Mechanizm rozbijania impulsu na ciagi mozna ewentualnie wytiuma- 
czyé kilkoma sposobami, a mianowicie: 
1. rozbicie impulsu nastepuje wskutek rozszczepiajacego dzialania 


pola geomagnetycznego w jonosferze, wytwarzajacego fale zwyczajna 


_ i nadzwyczajna, | 


2. rozbicie impulsu nastepuje wskutek zmiennosci w czasie charakte- 
rystyki filtru dolnoprzepustowego, jakim jest jonosfera w poblizu czesto- 


- tliwosci granicznej (o charakterystyce tego filtru bedzie mowa nize)). 


Rozbity na szereg ciagdw impuls moze by¢ rozpatrzony za pomocqa 
catki Fouriera. W przypadku dla przejrzystoSci mocno uproszczonym, 


_traktujac poszezegélne ciagi jako odcinki sinusoidy, mozna z tatwosciq 


otrzymaé na tej drodze rozkiad spektralny pojedynczego ciagu. Przykiad 
takiego rozktadu spektralnego podany jest w Dodatku 4. Jak wynika 


pie 
z przedstawionego w Dodatku wykresu dla n=3, wartosci aaa 1,2 od- 


(63) 


I 2 i Be So ‘ : vidas Wo 
powiada NU a erate 3, co stanowi okoto 0,64 wartoSsci ss brat Ee 


Im ciagi fal sa dluzsze, tym pasmo staje sie wezsze. Dla ciagéw ztozonych 
na przyktad z n=100 fal amplituda fali odbitej o czestotliwoSci rézniacej 


sie Sa 10/, od ezestotliwosci emitowanej jest prawie rdwna amplitu- 
n 


- dzie fali odbitej o czestotliwosci emitowanej; dla czestotliwosci emitowa- 
_ nej 20 MHz stanowi to roznice 20 kHz, co jest wartoScia dos¢ znaczna. 


Przy stanach bliskich granicznym jonosfera zachowuje sie selektywnie 
jak filtr dolnoprzepustowy w stosunku do promieni powracajacych na 
ziemie. Wynika to z falowego ujecia zjawiska odbicia, co znajduje sw6j 
wyraz w charakterystycznym przebiegu wspdtczynnika odbicia, ktory 


_ zobrazowany jest w Dodatku 5. W Dodatku tym, ze wzgledu na trudnosci 


matematyczne, przedstawiono wspodlcezynnik odbicia w funkcji rdznicy 


_ ezestotliwosci krytycznej i biezacej jedynie dla transmisji prostopadtej 


(czestotliwos¢ krytyczna jest szcezegdlnym przypadkiem czestotliwoSsci 
granicznej). Analogicznego przebiegu wspotczynnika odbicia nalezy spo- 
dziewac sie dla transmisji ukosnej. 

W ujeciu optyki geometrycznej] mielibySmy prostokatny przebieg 
wspoiczynnika odbicia R, co nie odpowiada rzeczywistosci. 

Ze wzgledu na ustawicznie zmieniajace sie wtaSciwosci filtru jonosfe- 
rycznego i zwiazane z tym stany przejsciowe, rozktad spektralny impul- 
sow powracajacych na ziemie ulega roéznym zmianom, zwlaszcza przy kil- 
kakrotnym odbiciu od jonosfery. 

Jak z tego wynika, szerokie widma wystepuja tylko w warunkach gra- 
nicznych, kt6re w praktyce spotyka sie oczywiscie znacznie rzadziej niz 
przecietne. Dla doswiadczalnego potwierdzenia tego faktu przeprowadzono 


t 
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szereg obserwacji na radiostacji Instytutu Lacznosci oraz na radiostacji 
odbiorczej Ministerstwa Lacznosci w Grodzisku. 

W Instytucie Lacznosci badania przeprowadzono za pomoca nacuenoe 
(z filtrem) i przy uzyciu oscyloskopu. Na radiostacji odbiorczej] w Gro- 
dzisku préby dokonane byly réwniez metoda nasluchdw, a oprécz tego 
przez obserwacje regulowanej automatycznie heterodyny, podazajacej za 
ezestotliwoscia odbieranego sygnalu. 

Nalezy zauwazy¢, ze opisany mechanizm znacznej zmiany czestotli- 
wosci wyjasnia zwiazek zachodzacy miedzy nim a duza zmiennoscig przy- 
chodzenia fal jonosferycznych. 

Reasumujac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze przy doko- 
nywaniu pomiaréw na podstawie odbioru czestotliwosci wzorcowych od- 
legtych radiostacji krétkofalowych nalezy unikaé zblizania sie do stanéw 
granicznych jonosfery. 


Instytut Lacznosci 
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Dodateék 1 


Dane z literatury odnosnie zjawiska Dopplera 


| Czesto- || Af ; 
Zrodto Daa a eee oiasa _,| tliwosé | «10? Uwagi 
obserwacji |i jej dtugosé w Mc/s 
Bohm + 1929 1: Niemcy- 
[3] = Moos Z obserwacji fototelegr afii 
Aires, 
iok. 12000 km 20 100000 
Both 1934 r. Anglia- Dane z obserwacji wzorca 
i Gregory Ameryka ezestotliwosci, doktadnos¢ 
[2] Potmocna, wzorca 
ok. 5050 km 5 20 Af 
— -]0§=+5. | 
} f 
le Grudzien Anglia- : ‘ Dokladnos¢ wzorca w ciagu 
| (el 946an, Ameryka srednio paru dni ; 
| Godz.9—9.15| Péinocna, 10 4.7 Af). sycenk inet 
iGodz. 20.42 | ok. 5050 km 107 f nite : 
Godz. 9.45 63 Zmiany czestotliwosci naj- 
7 wieksze o wschodzie i za- 
chodzie stonca. 
| | Przy zachodzie stonca eze- 
stotliwos¢ maleje, przy 
wschodzie rosnie. 
| 28. 4. 1947— Anglia- Zmiany czestotliwosci wiek- 
\—2.5.1947r.) Ameryka 10 do 20 sze dla nizszej czestotliwoSci. 
Godz. 20—8; Pdtnocna, 
| ok. 5050 km 15 10 
Griffiths} Listopad Anglia- Doktadnosé eczestotliwosci 
fay. 1943 4. Ameryka 2—7 stacji nedawczej 
| Godz. 1 Polnocna, 15 Srednio 3 A 3 
| Grudzien |ok. 5050 km SERRE a 
1945 r. 15 3,3 


es 


‘ ¥ a rr oo 
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Dodatek 2 
Zjawisko Dopplera przy ruchach zwierciadlanej warstwy jonosfcrycznej 
w ujeciu optyki geometrycznej 
Ogolny wzor Dopplera 


C+U9—2, W zalozeniu Vo= 0 


e+vu,—v,  * 4, 

gdzie: 

. f, — czestotliwos¢ odbierana przez 
stuchacza s 

f. — czestotliwos¢ wysytana przez 
zrodto z 

ce — predkos¢ rozchodzenia sie fal 
w Srodowisku 

Vo — rzut predkoSci Srodowiska na 

kierunek zs 


v, — rzut predkosci stuchacza. na 
kierunek zs pe Cc Se CHU COS 3, a een 1+ ¢ Cosy, 
v, — rzut predkosci zrodia na kie- Spe OS IE 2 OF UCR AT ee fe cae 
runek zs 
Dia uwXc 
fo 


u U u 
— FY (1+ “cosy, }(1+ ~ cos} FS (cos + cosy} 
ij c c c 


Przypadki szezegéline 


f Ee 
¥i=Y2=90°—a —=1+2—sina 
a : f c 
: fo 
a) przy a>0; eae 
i. To u Af uU 
b) przy a>$077 —>1+4+2—; — > 2— 
jf c if c 
De 
= uU 
ee \ Fo (cos a—cos a)=1 
Yo= 180°—aJ f c 


Wg Manczarskiego [5]. 
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Dodatek 3 


Zjawisko rozbicia na szereg ciaggow pojedynczego impulsu 
odbitego od warstwy F, 


a. Rozbity i rozszerzony sygnat  fali 
zwyczajnej; najwiekszy z ciagow Zaj- 
muje szerokos¢é ok. 100 km (400—300 
km), inne mniejsze ciagi maja szero- 
kos¢ podobnego rzedu. 


b.. Rozbity i rozszerzony sygnat fali 
zwyczajnej, zajmujacy szerokosé ok. 
220 km (550—330 km); ciag po lewej 
stronie odnosi sie do fali nadzwy- 
ezajnej. 


c. Zespot ciagéw fali zwyczajnej inad- 
zwyczajnej, zajmujacy tacznie szero- 
kos¢ ok. 300 km (500—200 km). 


tee gag 300 G0 i ul oe 600K M 


Wedtug zdjeé fotograficznych, podanych przez Alperta 
w ksiqzce ”Rasprostranienije radiowotn”, 1953 [1]. 


“a 
a 
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Dodatek 4 
Rozklad spektralny odcinka sinusoidy 


S — modut gestosci pee 23 Ba 
@ — pulsacja dowolnej sktadowej w paSsmie, 
@®) — pulsacja czestotliwosci emitowanej, 
n — ilose fal sinusoidy. 
+ SOr =o najblizej max. dla j-2 =* 


Dodatek 5 
Obliczony wspoéiczynnik odbicia od warstwy F w ujeciu optyki falowej 


R-1(dla v=0 i v=5-{0?) 
R-2-10-4(dla v=5 103) _ 


Af=(fo-f) c/s 
200 100, 0 100 200 300 400 500 600 700 800 


R — wspotezynnik odbicia, 
vy — iloS¢ zderzen na sekunde elektronow z molekutami, 
fy — ezestotliwosé krytyczna, 
f — ezestotliwosé fali. 
Obliezenia odpowiadaja zatozeniom: 
a) paraboliczny rozktad gestosci jonizacji w warstwie, 
b) potowiczna grubosé warstwy z,,= 120 km, 


c) fp =10 Mc/s. 
Wg Ginzburga, ’Rasprostranienije radiowotn”, 1953 [LET 
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C. BOPOBCKH, C. ACHHbCKH, C. MAHYAFCKH fs 


ABIEHME JOUMIEPA B MOHOCSEPHOM PACIIPOCTPAHEHUN 
PAIMOBOJIH 


Pesrwme 


Ilembio HacToayewi pa6oTbl ABIAHeTCH M3bHCHeEHMe BCTpedaeMbIx B JMTepatype 
BO33peCHMM Ha TeMy NPOMCXOAAUIeTO, B CBASU C HecTaOuUJIbHOCTIO MOHOCMepsI, ABIIE- 
Hua Jlonmmepa “ ero 3HaYeHMA B KOPOTKOBOJIHOBOM paMocBAsn. I]utupoBaHHsie 
pa3HbIMM aBTOpaMM Pe3yIbTAaTbI M3smMepeHun KONeO0aHUuA UACTOTHI, BbI3bIBACMOTO STUM 
aABIeHMeM (“punowReHNe 1), OTMMYAIOTCA APYyI OT APyra Ha HeECKOJIBKO MOPAKOB. 

Hexoroppie aBTOpbl BUJAT NPMUYMHEI BOSHMKAHMA CMmbHOTO ABIeHUA Jlonmmepa 
B OONbIMOM U3MCHHMBOCTU yrula IpMxoza UOHOCHEPHOU BOJIHBI. 

Jloknay, comepxKUT KAaK MaTeMaTMuNeCcKUM aHamM3 MpoOsembI (upumomeHNUe 2), Tak 
iM pe3ybTaTbI u3MepeHui u HaOmOReNuM. Marematwueckad dbopmysia Kome6aHMii 
yacCTOTbI BCIIeETCTBMe MOABMxKHOCTM MoHOCdhepE! (UpMNOmReHUe 2), BbIBeeHHAaAH Ha 
OCHOBAX TeCOMeTPMUeECKOM ONTMKM, DaeéT, KaK 9TO CNe_yeT U3 BLINMCIeCHUM, HESHAa- 
“GUTCNbHbIC M3MCHUA BACTOTHI. ITO, ONHAKO, MPABUNbHO TONbKO ZO MOMeHTA, KOTAA 
-padouan uacToTa He CTaHeT cAMUIKOM O1M3KOM K NpewqeNbHOM uacTOTe MoHOCHepsI 
MIIU. B stor moment ipeKpaujaeTca mpwMmMeHeHue reomMeTpmMueckou onTuKu. IIpn 
COCTOAHMAX ONM3KUX K IpezenbHOMy u36upaTesbHOe MOBeFeHUe MOHOCCepbI MORZOOHO 
QuIbTpy HVWKHUX UacTOT MO OTHOWIeCHMIO K BO2BPAallatOllMMCA Ha 3eCMJIEIO Ty4aM, 
npuyémM cBovcTBa 9sTOTO dbusIbTpa NOCTOAHHO M3MeHAIOTCA. B cmeqcTBMe BO3HM- 
Kanwolqux TakuM oOOpa3s0M NepexOAHbix COCTOAHMM BO3BpAaINaWOUIMMcA Ha 3EMVJI1O, 
OTAZECIbHbIA MMIyIIbC NOMBepraeTcCA PpacijeneHuIO Ha MOCNeRORATeMbHbIe KOPOTKMe 
rpynnbl (upuMmomenue 3). Ecmm 3aTeM 9TH TPYNMbI paccMaTpuBaTbh UpM MOMOnTM 
wuuTerpana Pypbe (mpunomeHNe 4), TO NOMyAaeTCA TOBONbHO LWIMpOKMUM CNeKTp 4acTOT, 
MPUONMUZUTCNbHO COOTBETCTBYIONIUM JaHUbIM HEKOTOPbIX ABTOPOB. 

PacnpeyeneHue uacToT B cueKTpe BO3BPalaroujeroca Ha 3eEMIIO CMrHaNa MOxKeT 
ObITb pa3zMmu4Ho (nput. 4,5). 43 sToro cieqyeT, UTO WIMpPOKMe CNEKTPbI BbICTYMAIOT TOMb- 
KO B TIPeCACJIBHbIX YCJIOBMAX, KOTOPbI€e Ha MpaKTMKe BCTPeuaIOTCA ONeCBMAHO ropa3syz0 
peme uemM cpeqHue. [mA ONbITHOTO NOATBeEPAAeHUA 9TOTO GbakTa Obl uUcnoOMHeH PAT 
HadmOqeHun payquocranuuent VWucruryra CBa3v, a TakxKe MpuMuéemMHOM cranimen Mu- 
HucTepcTBa Caasu B Tporsucke. Cnefyer 3aMeTuTb, YTO OMMCAHHbIM MeCXaHU3M CMJIb- 
HOTO ABNIeHUA JlonNNepa XOPOWIO U3 bACHACT CBA3b Mey YTMM ABJICHMeM M 3HAa- 
YUTeEIIbHOM USMCHYMBOCTHIO yruia MpuxXoRAa MOHOCCePHBIX BOJH. 

Bpitrekaroujuu “3 HaCcTOAUeM paOoTLI NpPaKTMYeCKMM BLIBOZ TOT, YTO NPM ucnon- 
HeEHUMU U3MepeHUuM Ha OCHOBAHUM HOPMAJIBHbIX UACTOT OTTAJIGHHbIX KOPOTKOBOJIHOBbIX 
cTaHuuu — cneqyer u30eratTh UpMOn2KeHMA K NPSAEbHBIM COCTOAHUAM MOHOCdeppEI. 


S. BOROWSKI S. JASINSKI, S- MANCZARSKI 


DOPPLER EFFECT IN IONOSPHERIC PROPAGATION 


Summary 


The object of this paper is to explain the difference in views found in the lite- 
rature on the importance of the Doppler effect in short-wave communications, this 
effect arising from the variations of the ionosphere. Measurements of frequency vara- 
tions due to Doppler effect, given by various authors, vary widely, even to the extent 
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of several orders (Appendix 1). Some authors associate the appearance of a strong 
Doppler effect with the great variability of the angle of incidence of the waves on 
the ionosphere. 

This paper contains a mathematical analysis of the general problem (Appendix 2) 
as well as an analysis of the measurements and observations of the effect. A formula 
expressing the variation of frequency caused by the motion of the ionosphere 
(Appendix 2) has been derived on the basis of geometrical optics. Calculations made 
using this formula give a small change of frequency. The formula can be used as 
long as the operating frequency is not too close to the ionospheric MUF fre- 
quency. In this case geometrical optics is no longer applicable. Near this limit the 
ionosphere behaves like a selective low-pass filter for the waves returning to the 
earth, whereby the parameters of this filter are constantly changing. As a result of 
the changes arising in this manner, a single impulse returning to the earth is broken 
up into a series of short wave trains (Appendix 3). If these wave trains are studied 
with the aid of the Fourier integral (Appendix 4), we obtain a wide frequency spec- 
trum, which more or less is in agreement with the data obtained by some authors. 
The spectral frequency distribution for the signal returning to the earth can vary 
widely (Appendix 4 and 5). 

Analysis shows that the wide spectra appear only in the limiting conditions, 
which certainly occur considerably less often than the average ones. To confirm 
this fact experimentally, a series of observations were made at Warsaw and Gro- 
dzisk (Poland). It should be noted that the treatment presented by the authors pro- 
vides a good explication of the correlation between the Doppler effect and the great 
variability of the angle of arrival of ionospheric waves. 

As a practical conclusion results, it may be noted, that in carrying out mesur- 
ements based on the reception of standard frequencies from distant short-wave ra- 
diostations, an approach to the limiting conditions should be avoided. 
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Prognoza aktywnosci slonca 


Rekopis dostarcezono 18. 11. 1955 


Zmiany elektromagnetycznej aktywnosci stonca, powodujace w szcze- 
golnosci zaburzenia w odbiorze radiowym, charakteryzuje sie na ogdét licz- 
bami Wolfa, ktore opisuja rozmieszczenie i ilos¢ plam stonecznych. Poniewaz 
Scista zaleznos¢ liczb Wolfa od czasu nie jest znana, przyjmuje sie, ze 
tworza one proces stochastyezny. W artykule omowione sa krotko probabili- 
styczne metody prognozy liczb Wolfa: liniowa metoda Kotmogorowa-Wienera 
oraz metoda uwzgledniajaca koszt eksperymentu oparta na teorii funkcji 
decyzyjnych. 


Aktywnoscia elektromagnetyczna sionca interesuja sie zarowno astro- 
nomowie i fizycy jak i radiotechnicy. Jej znaczenie dla radiotechniki po- 
lega na tym, ze w duzym stopniu od niej zalezy dzialanie stuzb telekomu- 
nikacyjnych. Zwiekszenie aktywnosci wplywa ujemnie na jakos¢ odbioru. 

Aktywnosé stonca jest Scisle zwiazana z wystepowaniem plam stonecz- 
nych. Dlatego opisujemy ja za pomocg tak zwanych liczb Wolfa, charak- 
teryzujacych ilos¢ i rozmieszczenie plam na stoncu 


r=k (1097) 
r — jest tu liczba Wolfa, 
g — oznacza ilos¢ grup plam slonecznych (izolowane plamy uwazamy 
za oddzielne grupy), 
f — catkowita ilos¢ plam, 
k — jest wspdiczynnikiem zaleznym od przyrzadu pomiarowego, 


w przyblizeniu r6wnym jednosci. 

Zaleznosé liczb Wolfa od czasu nie jest dokladnie znana. 

Obserwacje wskazuja na okresowe nasilanie sie liczby plam stonecz- 
nych, przy czym wyrazny jest tu cykl jedenastoletni. 

W pierwszym przyblizeniu przyjmuje sie, ze liczby Wolfa zaleza od 
ezasu losowo. Pozwala to na wykorzystanie aparatu teorii proceséw sto- 
chastyeznych do badania aktywnoéSci storica, a w szczegélnosci do ustalania 
prognozy aktywnosci sionca. 
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Niech r(t) bedaca funkeja losowa oznacza liczbe Wolfa odpowiadajaca 
chwili t. Obok funkeji r(t) wygodnie jest postugiwaé sie odchyleniem 0 (f) 
wielkosci r(t) od Sredniej wartosci 7 (t) ! 

e(=r()—r(@). 

Dla odchylenia @ (t), ktore rowniez jest funkcja losowa, mamy 

o(t)=0. 

Przyjmujemy takze, zgodnie z doswiadczeniem, ze korelacja odchylen 


o(t) i o(t+7) zalezy wytacznie od dtugosci przedziatu czasowego T, a wiec 
funkcja korelacyjna ma posta¢ 


B, (t)=0 (t+1) @(z). 


Odchylenia o(t) tworza zatem stacjonarny proces stochastyczny. Przy- 
pus¢my, ze znamy liczby Wolfa w chwilach t,,...,tr. Wowczas szacu- 
jac r(t) Srednia arytmetyczna 


n 


r= S ried, 
n 


i i=1 

mozna obliczyé odchylenia @(t,),...,@(tn). Zagadnienie prognozy liczby 
Wolfa w chwili t, przy znanych liczbach Wolfa w chwilach t,,..., tn 
sprowadza sie wiec do prognozy odchylenia o (t), gdy znane sa odchylenia 
O(t,),... ,@(tr). Ograniczymy sie do prognozy polegajacej] na oszaco- 
waniu nieznanej wartosci @ (t) kombinacja liniowa wartosci @ (t;),..., 0 (tn). 
Poza funkeja korelacyjna w prognozie nie wykorzystujemy innych_ cha- 
rakterystyk procesu stochastycznego 0 (t). 

Teoria prognozy liniowej opracowana zostala przez A.N. Kolmogo- 
rowa, N. Wienera i innych. 

Prognoza liniowa sprowadza sie do znalezienia ukladu wspdtezynnikow 
liczbowych a,,...,a,; odchylenie @(t) szacuje sie wowezas kombinacja 
liniowg a,0(t,)+,...,+4n0(tn). Prognoze opisana wspoiczynnikami a;,.., on 
nazywamy optymalna, jesli Sredni blad kwadratowy prognozy jest naj- 
mniejszy, to znaczy 


i=1 


‘ 6s eae | v : 
a= le (t)— 2 ao(t)| = min | 9(t)— 20 (1) | - 
i=1 | ‘Dinwewcaes emi i=1 
Dowodzi sie, ze wspdlezynniki a,,...,@_ opisujace najlepsza prognoze 
speiniaja uklad r6wnan (por. [2]) 
n 
> 4B (ti—tk)=B(t--tk) (k=1,2,...,n) (1) 


* Kreska nad symbolem zmiennej losowej oznacza wartosé srednia (oczekiwana) 
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a Sredni blad kwadratowy o? optymalnej prognozy jest rowny 


n n 
o2=B(0)—»> ») axaB (t,— ty). 
k=1 i=1 

Odchylenia @ (t,),...,@(tr)mozemy, jak powiedzielismy, obliczy¢. Po- 
zwala to oczywiscie szacowa¢ funkcje korelacyjna B(t) wedtug znanego 
wzoru (por. [2] lub [6]) 


1 ) 
B a = 
(t) rare s 2 ; g(t, +7) @ (ti). 


t= 6, 


Znajac zas funkcie B(t) z rownan (1) mozemy wyznaczy¢ wspéliczynniki 
optymalnej prognozy. 

Zanim podamy pewne konkretne przyklady prognozy, zwrécimy uwage, 
ze omawiana teoria prognozy liniowej podaje rachunkowy sposdb otrzy- 
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Rys. 1. Wykres aktywnosci stonca wediug prognozy ina podstawie 
obserwacji w latach 1951/1952. 


mania optymalnej prognozy (w podanym wyzej sensie) na podstawie 
danych obserwacyjnych. Material obserwacyjny aktywnosci stonca 
jest niezmiernie bogaty i nie moze by¢ caly wykorzystywany w rachun- 
kach liczbowych. Powstaje zatem zagadnienie wyboru optymalnej ilo- 
Sci obserwacji i ich optymalnego rozmieszczenia. Innymi stowy 


me 
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Apowstaje pytanie—ile i kt 6re obserwacje nalezy wykorzysta¢é. Za- 


gadnienie to jest nierozwiazane. Proba, podjeta przez autorow tej pracy, 
wskazuje, ze zagadnienie prowadzi do rownan, ktérych nawet bardzo nie- 
doktadne rozwigzanie jest praktycznie na razie niemozliwe. (Do zagad- 
nienia tego powrdcimy jeszcze przy omawianiu innych teorii prognozy). 
W teorii prognozy liniowej przyjmuje sie heurystycznie takze (por. [3], 
[4]) wzery typu 
o(t)=a,0 (t—1) Faye (t—2) +a 00 a oe) aoe (¢—11)+ 

“F dop0 (t= 20) dso. (t— 21) a. 

Na przyktad, dla dwoch obserwacji otrzymuje sie na r(t) wzor 
r (t)=14,5+1,3 7 (€—1)—0,6 7 (t— 2). 


Prognoze na lata 1925—1929 oparta na obserwacjach z dwoch poprze- 


dnich lat przedstawia ponizsza tablica (por. [3]). 


| | 
Rok | Prognoza | Obserwacja Btad 
1925 Bore 44.3 ig ie 
1926 63,3 63.9 0,6 
1927 Tb 69,0 —2,5 
1928 65;4 77,8 12,4 
1929 74,0 65,0 —9,0 


Uwzglednijmy teraz tzw. koszt wykorzystania danych obserwacyj- 
nych C(N). Koszt ten nalezy rozumie¢ bardzo ogdlnie; wchodzi do niego 
zarowno czas potrzebny do obliczen jak i zuzycie maszyn do liczenia itp. 
Oczywiscie zalezy na zmniejszeniu tego kosztu. Niech ey oznacza prognoze 
odchylenia @ (t) oparta na N obserwacjach (obserwacje te traktujemy jako 
zmienne losowe, a wiec @y jest wielkoscia losowa). W(e,@n) oznacza do- 
kladnos¢ prognozy odychlenia liczby Wolfa od Sredniej wartosci. Moze to 
byé na przyktad 

W (0, on) =|0—en|. | 
Zalezy rowniez na zmniejszeniu funkcji W (e,ey),to jest na polepszeniu 
doktadnosci prognozy. 

Gdybysmy umieli oszacowaé strate gospodarcza wynikajaca z danej 
blednej prognozy, wowczas mozna by otrzymaé nowe wyniki w zakresie 
poruszonego juz zagadnienia ilosci i rozmieszezenia w czasie danych ob- 
serwacyjnych. Doktadne oszacowanie tej straty jest przypuszczalnie tru- 
dne. Jest to oczywiscie trudnos¢ pozamatematyczna. Poniewaz jednak 
w praktyce wystarezy oszacowanie przyblizone, podamy przyktad wyzna- 
ezania ilosci obserwacji w przypadku, gdy funkeja C(N) i W(o,on)sa zna- 
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nymi funkcjami, ktorych wartosci wyrazaja sie w zlotych. Wskazemy 
zreszta poézniej] pewne warianty tej teorii oparte na innych (w pewnych 
przypadkach dogodniejszych) zalozeniach o funkcji W(0, on). ‘si 
Przejdziemy teraz do teorii majacych na celu prognoze dystrybuanty 
procesu. Rozpoczniemy od waskiego zagadnienia szacowania ilosci obser- . 
wacji. Pézniej zajmiemy sie zagadnieniami o dees ogdlniejszymi. iis i 
Sume “3 
R.(N , ov) =C (N)+ W (0, on) | Cea 

nazywamy calkowitym kosztem prognozy, a wyrazenie 


R (N, on)=max |C (N)+W (0, on)| yr 


maksymalnym calkowitym kosztem prognozy. Ilosé N, obserwacji potrzeb- 
nych de prognozy nazywamy optymalna, jezeli 


R (No, on.) =min R(N , gn). | sf 


Na prostym, szczegolnym przykladzie pokazemy metode znajdywania oh 
optymalnej ilosci obserwacji. -: 

Przyjmiemy najpierw pewne zalozenia upraszczajace. Przede wszyst- 
kim zaktadamy, ze obserwacje wykonujemy w sposob ciagly, a nie dys- 
kretny. Dysponujemy wiec wykresem rejestrowanym przez aparat od 
pewnej chwili poczatkowej 0. Dalej zaktadamy, ze odchylenie o (t) liczb 
Wolfa od sredniej tworza proces normalny, czyli ze rozktady prawdopo- a 
dobienstw sa dane wzorem os 

1 > (y—Ht)* 

Plo <al= se. [e" des 


—co 


i ze prognoza dotyczy tylko niewiadomego parametru “ w tym rozktadzie. 
Przyjmijmy, ze doktadnos¢ W(, 4) prognozy jest funkcja postaci 
W (wu, d=w(|u—A}), 

gdzie 

— jest prawdziwa, 

4— przepowiedziana wartoscia parametru. 
Prognoza wielkosci w polega na oszacowaniu za pomoca Ssredniej arytme- 
tyeznej wynikéw obserwacyjnych. 

Dowodzi sie [1], ze optymalna ilos¢ T pomiaréw przy pewnych zalo- 
zeniach regularnosci funkeji w(x) i C(x) (ktore w praktyce mozna przyja¢) 
otrzymuje sie z rozwiazania rownania 


dC (T) fo@e ” vr [eee ee 
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wzgledem T. Znajac funkcje C(T) i w(x) mozna to rodwnanie rozwiazac 
metodami przyblizonymi. 

Podamy teraz pewien inny typ prognozy, majacy o wiele szerszy Za- 
sieg niz podana na przyktadzie teoria wyznaczania optymalnej obser- 
wacji. Teoria ta, oprécz optymalnej ilosci i optymalnego rozmieszczenia 
pomiaréw, pozwala na skonstruowanie optymalnej prognozy [5]. 

Podstawowym pojeciem tej teorii jest pojecie funkcji decyzyjnej. 

Przez funkeje decyzyjna rozumiemy ciag przepiséw, z ktorych pierwszy 
orzeka, jakie obserwacje powinniSmy wykonaé i uwzgledni¢ na poczatku, 
drugi—na podstawie tych wynikow —badz orzeka, ze wykonujemy 
i uwzgledniamy dalsze obserwacje (i jesli tak, to jakie), badz wydaje 
tzw. decyzje ostateczna. Trzeci przepis wchodzi w rachube tylko wtedy, 
jesli drugi nie wydat decyzji ostatecznej i znowu, na podstawie wynik6w 
obserwacji dokonanych na obu poprzednich etapach badz zaleca dalsze 
pomiary, badz wydaje decyzje ostateczng itd. Przez decyzje ostateczna 
rozumiemy orzeczenie, ze badany proces stochastyezny ma taka a taka 
dystrybuante. W samym pojeciu funkcji decyzyjnej abstrahujemy od 
tego czy jej zalecenia sa dobre, czy decyzja ostateczna jest prawdziwa 
itp. Przez dystrybuante procesu rozumiemy funkcje 


Fes oss tpl Orgs donor) =P AO ey Lig es 0 ery 


okreSlana dla wszystkich ukladdow t,,...,tn,2%,,--..,%n, gdzie symbol 
P{ } oznacza, jak zwykle, prawdopodobienstwo zdarzenia opisanego w na- 
wiasie. * 

Uzywane w teorii funkcji decyzyjnych badanie etapowe nazywamy 
postepowaniem sekwencyjnym. 

Oprocz wyzej opisanych funkcji decyzyjnych uzywamy funkcji decy- 
zyjnych zrandomizowanych (losowych) [5]. Ma to zastosowanie do przy- 
padkéw, gdy prognoze konstruujemy nie raz, lecz wiele razy. Mozemy 
wtedy w poszczegélnych badaniach stosowa¢ roézne funkcje decyzyjne. 
Jesli, ogdlnie, z danego ukladu funkeji decyzyjnych za pomoca ustalo- 
nego mechanizmu (kostki) bedziemy losowali poszezegélne funkcje i sto- 
sowali je do kolejnych prognoz, bedziemy mowili, ze postugujemy sie 
funkcja decyzyjna zrandomizowana. 

Zalety randomizacji mozna stwierdzié na prostym, nawet nie sekwen- 
cyjnym przyktadzie. Ktos ktadzie monete, my dajemy prognoze poja- 
wienia sie orla. Zadanie powtarza sie wiele razy. JeSli bedziemy stale po- 
dejmowali jedna i te sama decyzje z dwu mozliwych: pojawi 
sie orzet, pojawi sie reszka, to, jezeli moneta byta rzucana przypadkowo, 
mozemy gwarantowaé¢, ze srednio co najmniej (a takze co najwyzej) po- 
towa prognoz bedzie dobra. Jesli postuzymy sie decyzja zrandomizowana 
i sami swoje odpowiedzi: orzel, reszka, bedziemy losowali moneta, to 
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takze bedziemy mogli zagwarantowaé, ze srednio potowa naszych prognoz 
bedzie prawdziwa, ale juz nie bedziemy potrzebowali za- 
Ktadaé jak poprzednio, ze moneta, ktorej rzuty mamy 
odgadywaé, jest rzucona przypadkowo. Nie bedziemy potrze- 
bowali w ogodle zadnych hipotez na ten temat. Randomizacja ma jeszcze 
inne zalety, ktorych nie bedziemy tu szczegélowo rozwazali. 
Przypus¢my, ze mamy dana rodzine kompletnych dystrybuant pro- 
cesOw stochastyeznych. Dystrybuanty oznaczymy symbolami F, ,,... Fn- 


Te dana rodzine bedziemy nazywali baza. Utworzmy ‘zrandomizowana 


kombinacje liniowa 
CP Ook ogy ot Onl x (4,20, Yai=1) (2) 


bazy. Dzieki normalizacji, taka kombinacje zndw mozemy uwazac za 
dystrybuante. 

Przypus¢my, ze tak wybralismy baze dystrybuant (w praktyce kilka- 
dziesiat), iz mamy prawo przypuszcza¢é, ze losowy proces aktywnosci 
stonca daje sie w przyblizeniu opisac jakas z dystrybuant postaci (2). 
Przypus¢my dalej, ze wybralismy uktad funkcji decyzyjnych d,,...,dm 
(w praktyce — kilkadziesiat sekwencyjnych metod testowania hipotez, 
ze proces @e(t) ma dystrybuante F,, F,,...,Fn. Na ich podstawie skon- 
struujemy optymalna funkcje decyzyjna do badania, proceséw ksztalttu (2). 

Niech C(N) oznacza, jak poprzednio, koszt wykorzystania N obserwacji, 
W (F;, F;) — strate gospodarcza wynikajaca z powziecia decyzji ostatecz- 
nej orzekajacej, ze proces @(t) opisany jest dystrybuanta Fj, podczas gdy 
naprawde opisany jest dystrybuanta F; [W(Fi, F;) 20, W (Fi, Fi)=0]. Przy- 
pus¢my na chwile, ze proces aktywnosci slonca ot opisany jest dystry- 
buanta F, i ze postugujemy sie funkcja decyzyjna dx. Znajac dystrybuante 
F; i funkeje decyzyjna dx tatwo mozemy obliczyé Sredni koszt catkowity ” 
badania za pomoca funkcji d,, procesu opisanego dystrybuanta F;, koszt 
ten wyrazi sie wtedy funkcja 


R(Fi, dx). 


Zadaniem naszym jest ten koszt uczyni¢ jak najmniejszym. 
Jesli proces aktywnoSsci stonca opisuje sie dystrybuanta 


Oia 28, Ont as 
a my postugujemy sie funkcja zrandomizowana 
B,d, a Deve ley + Bmdm (3) 


(6, oznacza prawdopodobienstwo wybrania funkcji decyzyjnej di), to sre- 
dnio koszt catkowity wyrazi sie forma biliniowa 


2 Koszt wykorzystywania pomiaréw i strate wynikajaca ze zlej decyzji. 
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i=n, j=m_ 
SS  aBiR (Fi, dy), 
i=1, j=1 
ktora dla skrotu oznaczymy 
‘ Rij aif; - 
Maksimum formy Rijaif; ze wzgledu na a przy ustalonych f; hazy wally 
kosztem gwarantowanym przez funkcje decyzyjna (3) (zrandomizowana). 
‘Funkeje decyzyjna zrandomizowana 0,dit,..., + brndn nazywamy 
najlepsza jezeli gwarantuje minimalny koszt 
max Rjjaib; = min max — Rijaip;. 


b a 
Giseens Oe PrprsitsPrs Gy. + +p 


Aby zilustrowaé rachunkowe trudnosci przy efektywnym znajdowaniu 
wspolczynnikéw b;, rozwiazemy prosty przyklad przyjmujac i=2, j7=2. 


~ Przy wiekszych wartosciach i, j trudnosci wzrastaja podobnie jak przy 


przechodzeniu od dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi do 
wiekszej liczby rownan i niewiadomych. 
Przyjmijmy Rijajhi= 0,8, + 428. 


Mamy wyznaczyé ann max @,f,+B>. 
29.62 a; , 4 


Ekstremum mieszane minimum maximorum wyznaczamy podobnie jak 


_ Zwyczajne, przez przyrownanie pochodnych do zera. Aby utatwié sobie 


analityczne operowanie zmiennymi ¢@,, a,, 8,, B,, ktore sa, jak wiemy do- 
datnio unormowane ’, najlepiej zamiast tych zmiennych uzyé zmiennych 
sin?a, cos*a, sin?8, cos7p. 
Rozniczkujac forme 

_sin2a- sin?6 + cosa: cos*p , (4) 
otrzymujemy na ekstrema uktad r6wnan 


2 (sin? —cos"6) sin a cos a=0, 
2 (sin?a—cos?a) sin B cos B=0. 
Ukiad ten ma pierwiastki: 
1) ‘sin asin p=2 6. 
2) cos'a=cos B= Oi, 
3) ‘sinka=¢ds.p=0,, 
4) cos B=sin a=0, 


: 9 . » 9° ik 
5) sin*?a=cos*a=sin?f =cos*p = oe 


Latwo sprawdzic, ze pierwiastkom 1) i 2) odpowiada maksimum, pier- 


3 To znaczy 
ay, +- a,—=1 ) Qa, a 0 Ay < 0 a 


Bi+Bo=1, B, >0 
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_ wiastkom 3) i 4) — minimum formy 4. Pierwiastkom 5) odpowiada ekstre- 


: hee . ji 1 1 
mum mieszane. Znalezlismy wiec ekstremalne wartosci b,=—, b,=— 
2 


2 

Wynik ten mozna bylo przewidzie¢, gdybySmy przedtem wyjasnili, ze 
forma a,f,+ 426, odpowiada zagadnieniu prognozy orla i reszki w przy- 
ktadzie, o kt6rym wspominalismy. Wspdiczynniki b,,b, maja znaczenie 
prawdopodobienstw, z jakimi powinnismy przepowiadaé orla i reszke. 

Oczywiscie teoria decyzyjna zostala przedstawiona w sposdb bardzo 
pobiezny i szkicowy. 

Wspomnijmy jeszcze, ze sa nastepujace drogi ominiecia trudnosci sza- 
cowania straty gospodarczej ze zlej prognozy. Koszt wykorzystania ba- 
dan i jakos¢ prognozy mozna mierzy¢ w roznych jednostkach i powyzsza 
teorie uprawia¢c jak gdyby w zakresie liczb zespolonych. Wtedy zamiast 
optymalnej funkcji decyzyjnej otrzymujemy rodzine optymalnych nie- 
porownywalnych miedzy soba funkcji, ostatecznego zaS wyboru doko- 


nujemy w zaleznosci od lokalnych potrzeb i mozliwoSsci. Teoria dostarcza. 


jak gdyby ofert, o ktérych wie, ze sa lepsze od innych mozliwosci, ale 
miedzy ktérymi juz nie rozstrzyga. 

Inna droga jest budowa analogicznej, chociaz istotnie rdznej teorii 
opartej, z grubsza mdéwiac, na mozliwosciach finansowych instytucji pro- 


wadzacej badania. Chodzi 0 to, ze w praktyce i tak na takie a takie bada- — 


dania przeznaczamy tyle a tyle. Teoria wskazuje natomiast optymalny 
schemat badan opartych na danym budzecie i, co wiecej, pozwala sekwen- 
cyjnie badaé ezy dalsze zwiekszenie budzetu jest celowe, czy tez budzet 
ten nalezy zmniejszaé. ; 

Trzeba zaznaczy¢, ze przy stosowaniu wszystkich wyzej przedstawio- 
nych teorii prognoz w praktyce napotykamy dos¢ duze trudnosci. Wynika 
to z faktu, ze chociaz teorie te sa na ogdt szeroko i precyzyjnie rozbudo- 
wane, to jednak prowadza czesto do niezmiernie skomplikowanych ra- 
chunkéw numerycznych lub wymagaja trudnych i kosztownych badan. 
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K. YPBAHHK, A. 3EMBA 


MPOrHO3 COJHEYHOU AKTUBHOCTU 


Pesrwme 


VU3sMeHeHuaA 3CKTPOMATHUTHOM COMHEYHOM AKTMUBHOCTU, BbISbIBaIOIMe B OCOOeH- 
HOocTM NOoMexu Hpuéma payMonepemzauu, xapakTepu3yrtoTcA BooobLIe uMcnamu Bomba, 
OMMCbIBALIOWUIMMM pacnpenenmeHue WM KONMUYeCTBO CONHEYHbIX TATeH. IlosTOMy MporHo3 
COMHeEYMOM AKTMBHOCTM CBOAMTCA K MporHo3sy umcen Bonpcdba. TouHad 3aBMCMMOCTb 
uucem Bompcba ot BpemeHu — HaM HeM3BecTHa. B nepBom npuoOmmxKeHMM MpPMHU- 
MaeTCA, UTO U3MeHeEHUA uncen Bompscha uMeloT CydaHbId xXapakTep. OTO MO3BOAeT 
VCHONb30BaTb B TWpPOrHo3se almMapaT cToxacTmueckux mpoweccos. B cTaTbe BKpaTue 
o6cy2KJeHbI mpobadbunucTuyecKue MeTORbI UporHo3sa umcna Bosupbdba. Jlyuuie Bcero 
vecreqoBaH TeopeTmuecKU MeTOA IMHeEMHOTO MporHo3sa Kosmoroposa - BuHepa, KOTO- 
‘phim Tem myume, uem OombuIee UNCNO HaOMIOAATeCIbHbIX WaHHbIX OH UCHONb3yerT. 
OyHako Oomblo0e uNcCIO HaOMOMATeMbHbIX DZAHHbIX BeAET K TIIMHHbIMM MU KPOTIOTIMU- 
BbIM BbIUMCIeHAM. He culygyeT MOsTOMy MpeHeOperaTb MeTOZaAMM MpPOrHosa, UCHOMb- 
3YIOIUMMM HeEOObIIOe UMCIO TAaHHbIX U WarwwlMMU CpaBHUTeNIbHO XOpOIMe PesyJIb- 
TaTbl. B craTbe NpMBeAeH TAKOM MeTOA, YAMTbIBAIOIUM CTOMMOCTb OMbITa UM OCHOBaH- 
HbIM Ha TEOPMUM TelN3U0HHbIX CbyHKUMM. 


K. URBANIK, A. ZIEBA 
PREDICTION OF SOLAR ACTIVITY 


Summary 


Electromagnetic changes in solar activity, which cause disturbances in radio re- 
ception, are characterized in a general manner by Wolf numbers. These numbers 
describe the location and number of sunspots. Thus, prediction of solar activity is’ 
reduced to the prediction of Wolf numbers. The exact dependency of Wolf numbers 
on time is not known. As a first approximation, it is assumed that the change in the 
Wolf numbers is of a chance nature. This permits stochastic process apparatus to 
be used for predictions. In this paper, probalistic methods for predicting Wolf num- 
bers are briefly discussed. The method most investigated is the Kolmogorov-Wiener 
linear method of prediction. In this method, the greater the amount of data amploy- 
ed, the better the results obtained. A great quantity of observed data, however, lead 
to long and timeconsuming calculations. Therefore, prediction methods employing 
not too great quantitative data, and giving relatively good results, are not without 
practical importance. In this paper, one such method, based on the theory of decision 
functions, is described. The cost of the experiment has also been taken into account. 
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J. LENKOWSKI 


Miara przydatnosci filtr6w pasmowych 
o charakterystyce Czebyszewa 


Rekopis dostarczono 6. 6. 1955 


W pracy przedstawiono koncepcje pewnego kryterium przydatnosci fil- 
trow, zwiazanego z ksztaitem charakterystyki. Kryterium to jest miara za- 
ki6cen od sasiedniego kanatu wzgledem znieksztatcen liniowych sygnatu 
pozadanego. Mozna zastosowac to kryterium nie tylko do filtr6w o charak- 
terystyce Czebyszewa ale i do innych filtr6w o charakterystykach maksy- 
malnie ptaskiej lub maksymalnie ostrej. Porownujac ze soba wspdotczynniki 
przydatnosci, obliczone dla réznych charakterystyk, dochodzimy do wniosku, 
ze najlepszy jest z tego punktu widzenia filtr o charakterystyce Czebyszewa. 


1. WSTEP 


Znany jest sprawdzian dobroci wzmacniaczy pasmowych (wzmac- 
niaczo-filtrow) w postaci iloczynu K:-B, gdzie K jest wzmocnieniem 
w Srodku pasma, B zas szerokoscia pasma przepuszczania. 

Wykazemy nizej, ze mozna pomySle¢ jeszcze jeden sprawdzian, przed- 
stawiajacy miare zakiécen pochodzacych od sasiedniego kanatu w_ sto- 
sunku do znieksztatcen liniowych wiasnego sygnatu przez dany filtr. 
Sprawdzian ten zwiazany jest wiec raczej z pojeciem odlegtosci miedzy 
sygnatem oryginalnym a znieksztalconym. 

Aby dojs¢ do zamierzonego celu, nalezy sie jednak cofnaé do zagadnie- 
nia aproksymacji w syntezie filtrow. Jednym z ctapow syntezy jest apro- 
ksymacja; chodzi tu o to, ze z tych lub innych rozwazan wynika pewien 
pozadany przebieg funkcji przencszenia filtru, bedacej na przyktad sto- 
sunkiem napiecia na wyjsciu do napiecia na wejsciu. W przypadku 
sygnalu o modulacji amplitudy obwiednia akustyczna, przebieg fazy 
funkcji przenoszenia ma znaczenie drugorzedne; mozna tu wiec podaé 
jedynie pozadany przebieg modulu funkcji przenoszenia. Nie wchodzac 
w stusznos¢ sprawy, zazwyczaj jako taki pozadany ksztalt podaje sie 
przebieg prostokatny (rys. 1) lub jego odwrotnosé (rys. 2). Otoz koniecz- 
nosé aproksymacji wynika stad, ze taki ksztalt przebiegu modutu funkcji 
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przenoszenia nie daje sie zrealizowaé w jakimkolwiek fizycznie mozliwym 
uktadzie RLC. t 

Uklady realne maja w przypadku ogdlnym funkcje przenoszenia be- 
dace wymiernymi funkcjami parametru czestotliwosci zespolonej 


p=o jo, 
‘gdzie 
o — jest tlumieniem, 
- wow — czestotliwoscia. 


Dla uktadéw wzmacniaczo-filtr6ow bedacych kaskadowym potaczeniem 
lamp (lub tranzystoréw) i filtro6w o strukturze obwodow sprzezonych 


| 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
fe 


f 

— fg Or ttg 
Rys. 1. Zadana funkcja Rys. 2. Odwrotnos¢é 
przenoszenia. funkecji przenoszenia. 


ksztalt, bo jest funkcja wymierna, catkowita, lub po prostu wielomianem 
przebiegu z rys. 1 lub z rys. 2, musimy go aproksymowac. 

Sprawa przyblizonego przed- 
stawienia dowolnych funkcji za po- 
moca prostszych funkcji (a przede 
wszystkim wielomianéw) stanowi 
tres¢ pewnej galezi analizy mate- 
matyeznej [1—3].. 

Istotna role odgrywa tu ustalenie zbioru funkcji, w ktorym aproksy- 
macja ma byé dokonana, a do ktdrego naleze¢ powinny prostokatna za- 
dana funkcja przenoszenia, jak rowniez i wielomiany algebraiczne. Zbior 
ten tworzy sie na podstawie pewnego kryterium wspdlnego dla wszyst- 
kich jego elementéw. Druga, rowniez wazna sprawa jest wyjasnienie sensu 
twierdzenia, ze pewna funkcja, bedgca elementem omawianego zbioru, 
jest bliska innej, nalezacej do tegoz zbioru. Inaczej méwiac, niezbedne 
jest tu wprowadzenie definicji odlegtoSci. Zbidr funkcji z zadana 


odlegloscia tworzy przestrzen metryczna, a same elementy sa punktami 
tej] przestrzeni. 


Rys. 3. Obwody sprzezone 


% 


(rys. 3), odwrotnosé funkcji przenoszenia 1/F(x) ma jeszcze prostszy . 
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Dla naszych zamierzen odpowiednia jest tak zwana przestrzen C, ktora 
jest zbiorem wszystkich funkcji ciagtych, zadanych na odcinku [a, b]. 
Odlegtosé od siebie dwoéch elementow przestrzeni x, 4 definiujemy tu 
jako : | 
; D(x,y)= max |x(t)—y(t)| 

a<t<b 

Do powyzszych rozwazan nalezy jeszcze doda¢, ze przestrzen C jest 
rowniez przestrzenia liniowa. Znaczy to, ze istnieja tu operacje dodawa- 
nia poszczegélnych elementéw i mnozenia ich przez liczby wedtug zwy- 
ktych zasad. 

Poza tym przestrzen liniowa staje sia normowana z chwila zdefinio- 
wania normy, okreslajacej w pewien sposdb wielkosci kazdego jej ele- 
mentu. Przestrzen C posiada norme swego elementu x okreslona naste- 

ujaco: Pas 
ae |x| = max |2x(t)|. 
: C= pb js 

Latwo jest z tej] zaleznoSci zauwazy¢, ze poprzednio wprowadzona 
odlegtos¢ wiaze sie z pojeciem normy w sposob nastepujacy: 

D(x, y)=||z—y||= max |z(t)—y(t|. (1) 
t=—0 


axts 
W omdédwionej powyzej liniowej normowanej przestrzeni C mozna 
obeenie sformutowa¢ najogdlniej zagadnienie aproksymacji tak, jak to 
zrobiono ponizej. 
Dany jest element x tej przestrzeni, nalezy zas znalez¢ liczby 
Ay,49,..-,4n takie, aby odlegtos¢ 


D(x, 4,9: +4004... 2; tAngn)= ||x2—4,91,.-+, —Angn || 


byla mozliwie najmniejsza, jezéli g,, g2 ,...,9n jest zespotem n liniowo 
niezaleznych ! elementow tejze samej przestrzeni. Istnieje dowéd, ze tak 
sformutowane zagadnienie aproksymacji posiada rozwiazanie, to znaczy 
istnieja liczby 4, , 4,,...,4n ({1], s. 16). 

Rozwiazanie to, ogdlnie biorac, nie jest nawet jednoznaczne. Jest ono 
jednoznaczne w przypadku, gdy elementy 9g;,92,-.-,9n maja postac 
t?, t, t?,...,t", to znaczy, gdy element x(t) aproksymujemy za pomoca 
wielomianu algebraicznego. Wielomian najblizszy w sensie (1) danej x(t) 
bedziemy nazywali wielomianem najlepszego przyblizenia. Po raz pierw- 
szy takie wielomiany byly rozpatrzone przez rosyjskiego matematyka 
P. L. Czebyszewa. 


1 Liniowa niezaleznos¢ elementow g,, 92,---,9n rozumiemy w ten sposdb, ze 
jeSli istnieje zaleznos¢ 
a9; + 9+ eae} a. @), =0), 
gdzie a,,a,,..., a, Sa liczbami, to wynika z niej 


a,=@,...,=a,=0 
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2. APROKSYMACJA KRZYWEJ PROSTOKATNEJ 


Wracajac do postawionego we wstepie problemu aproksymacji wielo- 
mianem algebraicznym krzywej prostokatnej (rys. 2), napotykamy zasad- 
nicza trudnos¢, ze nie nalezy ona do przestrzeni C. W zasadzie istnieje 
tylko jedna droga do pominiecia tej trudnosci; polega ona na zmianie 
ksztaltu zadanej funkcji przenoszenia na inny, bedacy funkcja ciagla na 
zadanym odcinku [a, b]. 

Idac za klasyeznym rozwiazaniem mozemy tu ograniczy¢é aproksy- 
macje do odcinka [—fg , fg], stanowiacego pasmo przepuszczania, przez co 
uzyskuje sie. pozadana funkcje speiniajaca warunek ciagtosci. W tym 
przypadku problem formutuje sie zazwyczaj nastepujaco. 

Wsr6éd wszystkich wielomianéw n-tego stopnia ze wspdiczynnikiem 
Pn przy x” znalezé taki, dla ktorego 

D= “max < |'Q" (a) 


(-1<=2<1) 
jest najmniejsze.2 Biorac pod uwage jeszcze fakt, ze dla |x| >-~, 


Q" (x) > co bedziemy rozumieli, ze w rezultacie tak postawionego zagad- 
nienia, aproksymowa¢ bedziemy krzywa prostokatna przedstawiona na 
rys. 2. 

Aby moc jednak zastosowac ogdlne twierdzenie o wielomianach naj- 
_ lepszego przyblizenia, skladnik n-tej] potegi wielomianu Q° (x) 
Pn” 


przyjmiemy jako funkcje aproksymowana, a wielomianem aproksymacyj- 
nym beda wowczas pozostate sktadniki Q) (x) 


Pui (2) = —[Q (x) — pat] = = (pn past Es: ye Dd 


Wielomian aproksymacyjny jest wiec (n-1)-stopnia. 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby wielomian P»—,(x) byt 
wielomianem najlepszego przyblizenia, jest istnienie tak zwanego 
alternansu Czebyszewa [1—3], skladajacego sie z co najmniej (m+2) 
punktow odcinka a, b, na ktérym dokonywana jest aproksymacja 


HS ois aly see ae Sea NE Ue 


b] 


gdzie 
m — stopien wielomianu aproksymacyjnego 
(w naszym przypadku m=n — 1). 
| W tych punktach roznica funkeji aproksymowanej i wielomianu apro- 
ksymalnego osiaga wartos¢é D ze znakiem (+) i (—) na przemian. Jak 


rp Jest tu mato istotna sprawa przyjecie odcinka [—1, 1] zamiast [—fg, fg]. Row- 
niez tatwo da sie aproksymowaé wartosé 1 (jak na rys. 1) zamiast zera, co uzyskamy 
przez dodanie jednosci do Q*(2). 


a — | ea rn a 


‘ii. 4” <4 
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_ wiadomo [2,3] wielomianem, ktory zadosé czyni tym warunkom, jest 


W naszym przypadku 


Q° Cees 


7; cos (n arc cos x)= wats Tn (x), (2) 


gdzie T,(x) jest wielomianem Czebyszewa pierwszego rodzaju, n-tego 
stopnia. Odlegtosé 


gn—-i 


Na marginesie rozwiagzanego w ten sposéb zagadnienia nalezy jednak 


ZauwazyC, ze opuszezony tu zostal moze najistotniejszy szezegél zwiazany 
Z samym celem stosowania filtr6w, mianowicie zagadnienie selektywno- 
Sci, zagadnienie ksztattu zboczy. Wynika to oczywiscie z tego, ze zbocza 
nie zostaly objete aproksymacjq i mozemy tu jedynie stwierdzi¢, ze Q*(z). 
posiadajac w nieskonczonosci biegun n-tego stopnia, dla dostatecznie du- 
zych x zachowuje sie w przyblizeniu jak jego skladnik n-tej potegi pnx” 


3. APROKSYMACJA PROSTEJ Z WARUNKIEM POBOCZNYM OSIAGNIECIA 
ZALOZONEJ WARTOSCI W PUNKCIE NA ZEWNATRZ PRZEDZIALU 


Istnieje jeszcze inny sposéb pominiecia trudnosci aproksymacji krzy- 
wej ksztaltu z rys. 2 w przestrzeni C. Mianowicie aproksymacje prostokata ~ 
mozna zastapi¢ nastepujacym zagadnieniem [2]. WSréd wszystkich wielo- 
mianéw n-tego stopnia Q,(x) przyjmujacych w punkcie £ (dla |é|> 1) 
wartosé z gory zadang 7, znalezé taki, kt6ry najmniej odchyla sie od zera 
na odcinku —1<z<1. Wielomian ten musi mie¢ ksztalt 


Qn (x)=4+(x—4) R(z), 
gdzie R(x) jest wielomianem (n-1) stopnia. 
Poszukiwany wielomian pewinien zapewnié minimalnga wartos¢ wy- 
razenia 
1m z= g—é 


Dg=max 'n+(x—6&) R(x) = pakeeea! e=s45 | 4 RG) : (4) 


Nasuwajace sie zadanie mozna wobec powyzszego rozumiec w sposdb 
nastepujacy: nalezy znalezé najlepsze przyblizenie funkcji 


f(x)= te 


za pomocg wielomianu [—R{z)] stopnia (n-1). W poréwnaniu z zagadnie- 
niem rozpatrzonym w rozdziale 2 istnieje tu pewna réznica. Polega ona 


(2 Archiwum Elektrotechniki Tom V 


pS 


> a 


- 


na odmiennej definicji odlegtosci Dq od stosowanej w przestrzeni C. Cho- z 
 dzi tu oczywiscie o ezynnik 


_ktory nazwiemy funkcja wagi.? 
~ QOdlegtogé Dg okreglona przez zaleznosé (4) jest w zwiazku z tym 
odlegloscia wazona. 
Okazuje sie, ze przyjecie wazonej odlegtosci nie wprowadza wiekszych 
zmian w samym zagadnieniu. Mianowicie, poza dajacym sie udowodni¢ 
faktem istnienia jedynego wielomianu najlepszego przyblizenia ([2], s. 223), . 
koniecznym i wystarczajacym warunkiem do tego, aby dany wielomian 
by! wlagnie taki, jest istnienie alternansu Czebyszewa, analogicznie jak 
poprzednio. Konkretnie, wazona réznica 


q (x) [ [f (x) +R (x) ] 


musi na odcinku [—1, 1] osiagnaé wartos¢ Dg w co najmnie} ae 1) 
punktach, kolejno zmieniajac znak. 


\ 


Poréwnujac ten wniosek z wynikiem rozwazan w rozdziale poprzed- 
~nim doehodzimy do wniosku, ze wielomiany Qn (x) i Q*(x) (2) rézni¢ ie 
moga najwyzej stalym czynnikiem. 
Mozemy fatwo ustali¢ wartos¢ tego wspdl- 
ezynnika, korzystajac z warunku 


Qn (§) =). ‘ 
Warunek ten, lacznie z poprzednic omdéwio- 
nym bedzie spelniony, gdy Qn (x) bedzie miato. 
ksztalt 


uy) 
PO) St ee & 
Qn(x) tT.) (x) (5) 


Maksymalne odchylenie na odcinku 
1s Bole jest 


Rys. 4 Funkcja przenoszenia 
z okreslonym jednym punktem n 
na zboczu. Dqg= : 
| Tn | 


Pozostaje obecnie dokonaé¢ przesuniecia rownolegtego o jednosé wzdluz 
osi rzednych, aby otrzymac wielomian, odpowiadajacy wymaganiom 
(rys. 4). 


(6) 


* Funkcja wagi q(x) z zatozenia powinna odpowiada¢ pewnym warunkom, a mia- 
nowicie na odcinku [—1, 1] jest funkcja ciagta dodatnia, spelniajaca nieréwnosé 
0<m<a(x)<M, gdzie m i M — pewne dodatnie licaby. 
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2 aie pod uwage, ze poszukiwany wielomian musi byé parzysty, 
otrzymamy ostatecznie 


Geom Ee i oan 7 
(x)=1+ Aik - (x) (7) 
oraz 
aif Sak 
Dqg= iTom(2)| (8) 


4. MIARA DOBROCI FILTRU Z CHARAKTERYSTYKA CZEBYSZEWA 


Aproksymacja przeprowadzona w rozdziale 3 w przeciwstawieniu do 
rozwiazania klasyeznego (rozdz. 2) uwzglednia przebieg zboczy krzywej 
modulu odwrotnosci funkcji przenoszenia. Uwidoczniony tu zostaje zwia- 
zek istniejacy miedzy znieksztaiceniem sygnalu uzytecznego, przepuszcza- 
nego przez filtr, a zaki6ceniem sygnatu uzytecznego przechodzacym na 
przykiad od sygnatu znajdujacego sie w kanale sasiednim. 

Rozwazmy wyrazenie (8) 

a 
| Tom (6) | 


ktére przepiszemy nieco cae jako 


g— 


= | Tom (6) |. (9) 
a ; 
Licznik lewej strony (9) mozemy rozumieé jako stosunek: kwadrat sygnatu 
uzytecznego/zaklécenie od sygnalu w kanale sasiednim (c=6€).4 Sama od- 
chytka Dg moze byé znédw uwazana za kwadrat wzglednego znieksztal- 
cenia liniowego sygnaiu uzytecznego w pasmie przepuszczania.® 

Wowezas z wyrazenia (9) stwierdzamy, ze kwadrat stosunku: sygnat 
do zakitécenia do wzglednych znieksztalcen liniowych sygnatu jest okre- 
Slony jedynie przez stopien ztozonosci filtru (indeks m) oraz potozenie (&) 
zaklécenia wzgledem srodka pasma przepuszczania. Zaleznos¢ te mozna 
jeszcze bardziej uprosci¢ piszac w postaci 

In | Tem (6) [=n (s—1)— In Dg. 


Wprowadzajac za$ oznaczenia dla thumienia wzglednego zaktécen 


In(s—1)=S (10) 
oraz wzglednego liniowego znieksztaicenia sygnatu 
In Dg=L, (11) 


4 Dla s.> 11 (cow praktyce jest speinione) s—l~s. 


’ Dla D, <1. 


24+ 
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nana 


 otrzymamy ostatecznie 
S—L=In| Tom (6)|. . (12) 


Wielkosé okreglona rownaniem (9) badz (12) mozemy przyja¢ jako miare 
przydatnoéci omawianego filtru pasmowego. Miara ta ustala roznice ttu- 
mienia wzglednego zaklécenia i wzglednych znieksztalcen liniowych sy- 
gnatu. Mamy tu wiec powiazane ze soba dwa istotne elementy przy prze- 
chodzeniu sygnatu przez filtr. Fakt powiazania znieksztatcen wtasnych 
i zewnetrznych ze struktura filtru pozwala rozwazy¢ nawet w pewnym 
uproszczonym sensie zagadnienie jego optymilizacji. Dla dokonania tego 
mozna przyja¢, ze sygnat uzyteczny ma widmo amplitudowe o przebiegu 
prostokatnym zawartym w pasmie —1<xS<1. Jako kryterium opty- 
malizacji ustalimy, ze odlegtos¢ sygnatu na wyjsciu z filtru wzgledem 
 sygnaltu wejsciowego, ma by¢ mozliwie najmniejsza. Logiczne jest tu 
przyjecie odlegtosci w sensie metryki przestrzeni C. W oe przypadku 
iegne’ dostajemy trywialny rezultat, ze 


Ca 
| Tom (€) | 


ma osiagna¢ mozliwie najmniejsza wartoS¢, co znaczy, ze szczyt krzywej 
przepuszczania ma by¢ mozliwie ptaski. Znieksztatcenie zewnetrzne jest 
tu catkowicie pominiete. Aby je uwzgledni¢c, problem optymalnego filtru 
sformultujemy ostatecznie tak: poszukujemy Dg mozliwie najmniejszego, 
przy pobocznym warunku s=const. Prowadzi to w sposdéb oczywisty do 
wniosku, ze | T2m()| musi byé mozliwie duze, a zatem albo é mozliwie 
mate, albo m mozliwie duze. 


ops 


5. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA OMOWIONEGO KRYTERIUM 
DO FILTROW O INNYCH CHARAKTERYSTYKACH 


Zastosujemy obecnie kryterium (9) do innych charakterystyk filtréw, 
a to celem pordwnania ich z poprzednio oméwionymi. 

Najpierw rozwazmy tak zwana charakterystyke maksymalnie plaska, 
ktoéra w skroécie oznaczymy litera B. Wprowadzimy tu pojecie odchyle- 
nia D w pasmie przepuszczania [—1, 1] jak na rys. 5. Wielomian o maksy- 
malnie plaskim przebiegu, odpowiadajacy zalaczonemu rysunkowi, ma 
wiec postaé 

Gem (x) =1—D+2D2?" , ~ (13) 
Dla x=&, gdzie|é|>1 
| Gom (§)=1—D+2D &™=s, 
skad 


s—1 
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Jako drugi przyklad wezmiemy tak zwana charakterystyke maksymal- 
nie ostra, ktéora oznaczymy litera A. Odchylenie D da sie wprowadzié 


=4 (Oia. ir) ae 2 


Rys 5. Odchylenie w pas- Rys. 6. Odchylenie w pas- 
mie przepuszczania cha- mie przepuszczania cha- 
rakterystyki B. rakterystyki A. 


analogicznie jak poprzednio, co jest uwidocznione na rys. 6. Odpowiedn: 
wielomian ma ksztalt Bs 
Sam 


sinh? (mar sinh x) a 
to) 1000 


Geom (x) =1—D+2D 


sinh? (mar sinh 1) 
Dla x=& mamy 


sinh? (mar sinh &) 


100 


Gom (§€)=s=1—D+2D 
sinh? (mar sinh 1) 


skad 
s—1 9 sinh? (mar sinh &) eaue (46) 
D sinh? (mar sinh 1) 


Poréwnujac ze soba wyrazenia (9), (14) i (16) 
dochodzimy do wniosku, ze 


La dees Soa 0 
D jA D {B DUG (1% 


Rys. 7. Znormalizowana 
krzywa G,(x). 


gdzie (C) oznacza charakterystyke Czeby- 
szewa. Nierédwnosci powyzsze zilustrowane na 
rys. 7, gdzie przedstawiony jest przebieg Gzem(x) dla charakterystyk A, 
B, C, dla m=3, przy czym o$ rzednych wyskalowana jest w wielkosci D 
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H. JIEHKOBCKH 


MEPA JOBPOTHOCTU TIOJIOCOBbIX ®UJIBTPOB 
C XAPAKTEPUCTUKONU UEBBINIEBA 


Pe3rme 


Ws pasnmainprx paccyKeHuM BbITeKAeT HEKOTOPaA MeaTeNbHaA cbopma mepe- 
TaTOuHOU CPyHKUMU, ABNAIOWUIEMCA COOTHOUICHMUeCM BbIXOJHOTO HallpAReHUA KO BXO]- 
uomy. B cuyyae cuTHama Cc MOZYIAWMeN aMIIUTYIbI akycTMuecKOU aacTOTON qocta- 
TOUHO, BooOUe TroBOpA, oNpesenenHune weNaTenbuOM COpMbI xXapakTepucTMKM CcamMoro 


MORyYIA dyHKIMM. OdOBIKHOBeHBHO (bopma 9Ta OKa3bIBaeTCH TaKOU, KaKkOM OHA 


npegzcrapseua Ha puc. 1.BBupy HeBO3MOxKHOCTM ero OCylIeCTBIeHMA Ipu MOMOLYM 
KOHeCYHOTO uNca gsmemMeHTOB RLC sBosHuKkaetT mpoOmemMa anpokcumaumnu. Jia cucTeM 
MUNbTPO-YCUIIUTEIbHb'X, ABJAIOU[AXCA KacKaZHbIM COe€7MHEHMeEM TaMM (“mM TpaH- 
3UCTOPOB) U CUIbTPOB CO CTPyYKTYPOM CBA3AaHHbIX KOHTYyPOB (puc. 3), oOpaTHaA BemM- 


“4uMHa TepesqaTouHOu cbyHKUMM ABMAeTCA anreOpamuecKMM MHOFOUJICEHOM, pM MOMOLUIM 


KOTOPOTO MOXHO ANPOKCMMMPOBATh wWeNAaTeMbHy!Io ChopMy xapakTepucTMKMU (puc. 2). 
UcnorHAA MsBecTabim OOpasomM ampokcmMalMm B mpocTpaHcTBe C HeIlpepbIBHbIxX 


yHKuUMM, MbI NPMHyAXeHbI OrpaHMuuTb oTpesoK anpoKcumauuu K [—f,, f,] T.e. 


K camMom mom0ce NponycKaHMua cbunbTpa. Anaue roBops, MbI COBepuIaeM 37eCb alpoK- 
CuMalM1o COOCTBeHHO He MPAMOYTOMbHOM KPUBOM, U300paxKeHHOM Ha puc. 2, HO TONb- 


Ko eé mmockoi% BepuimmuBl. 


_ OTcrowa BUAHO, UTO 37eCb UpoMyujeHo cyljecTBeHHOe OOCTOATENLCTBO, CBA3SAHHOe 
C CaMOM IjeIbio NPMMeHeHMA CUNILTPOB, a MMCHHO M30uUupaTeNbHOCTb Ha OOKOBbIX 
yacTAX AMIMJIMTyHOU xapakKTepucTUKA. : 

Bo3M0xKHO OfHAKO TPOBeCTM anmpOKCMMalM1o OTpe3sKa NPAMOM MHMM B MpO- 
cTpauctTBe C B momo0ce NpolycKaHUA C OJHOBPCMCHHbIM BO3JIOHKeHMEM YCNOBMUA M30N- 
PaTeIbHOCTM BHE OTPesKa alIpOKCUMalMU, Kak 9TO IpeycTaBeHO Ha pic. 4. B pesysb- 


‘TaTe MbI MOMyuaemM 2eNAeMbIM ANPOKCUMALMOHHBIM MHOTOUNeH BUA 


eM omental a tye, (1) 
[T:, ®| 
rye 
; x — OTHOCTUTEIbHAA 4acToTa, 
Ss — 3HayeHMe FOCTUTAaeMoe MHOLOUJICHOM B JAHHOM TOUKE, Wemawjelt BHE MOOCHI 
mporyckaHna, 


‘T., (x) = cos (2m arc cos xX) — MHorouneH UeObnuenpa 2m-Tow creneuu, mMepBoro poza. 


MakcumasibHoe OTKIOHeHMe MHOrouneHa Gy», (x) oT anpokcmmMupoBaHHom mpa- 
MOM B WONOCe MpOolycKaHMA BLIPamaerca 


s—1 


ote Rg 
Ty ha Cede 


Ecam MpefcTaBMTb 9TO BbIpaxkeHue cienyroujimM o6pa30m 


s=] 

q 
TO NOJYueHHy!O BeM4MHY MO2HO NPMBATh KaK M3BeECTHOTO poma Mepy npurogxHocTu 
Q@uNbTpOB c xapakTepucTuKoN UeOdpiuesa. 


Arch. Elektrot. 4 


£ 
- 


ee eee eee ae ee ee NL OR gy Met 8 we. tek is “ye wee eS tl 
iy: sa is uaa ict fi : A me 2 Fie igi ¢: Nai eh tye LG it 
Se pen Sa a y a 1) we, OAH i 


e: Rinse y , x x ii 
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UnucimTemb MeBOM CTPOHbI BbIPaKeHMA (2) MbI MOMKeCM NOHMMATL (AIA S>>1, 
4TO Ha MpaKTMKe FeEMCTBUTEIbHO MMEeCT MECTO) KAK OTHOIMUeHMe: 


MONe3SHbIM Cura 2 
MOMeXM OT CMrHasa B coceqHeM KaHane (x=) 


SHAaMeHATEIb HWE WEBOM CTOPOHBI BbIpawenna (2), (D q) MOzKHO CuMTaTh KBaypa- 
TOM OTHOCMTCIBHBIX JIMHEMHBIX NOMeEX OT NOTeSHOTO CUrHala B Nomoce NponycKaHuA 
(ana D, <1). 

Us BEipaxenua (2) MbI MOMeEM KOHCTATMPOBATb, UTO OTHOLIeEHUE 


[curHan/nomexu] : [orHocnTenbHoe mmHeMHOe McKameHMe curHasal 


ompeyesseTcCa CQMHCTSCHHO CTEIeCHbIO CNO2KHOCTM CcbumbTpa (MHAeKC 2X), a Takwe 


nowomenwuem (§)MOMex OTHOCHTeNLHO CepeqMHbI NWONOCHI MponyckaHuA. Mpi umMeem 


TaKMM OOpa30M 3aBMCMMOCTh AByX CYUIE€CTBEHHBIX 9JIEMeCHTOR epegqaum curHama 
(PUJIIBTPOM: BHEUIHETO M COOCTBEHHOrG MCKaxKeHMA. ' 

Kputepui (2) MOxxHO OPMMeHUTh K GuIbTpPaM c ApyrmmMu (Kpome Ueb6pnii1eBa) 
XapakTepucTukamnu. Tak Hanp. AIA dbumptTpa c HauOomee MMocKOM xapakTrepucTuKOK 
(B) puc. 5 — mMbI nomyuaem 


[>| =9fm 1 (3) 
opin eles ‘ 


a QA duntTpa c Han6onee ocTpom xapaKkTepucTuKOMU — puc. 6. 


s—l inh? inhé 
[>1- sin (m are sinhé ) (4) 


D sinh? (marc sinh 1) 


CpaBHMBaad BbIpakenHna (2), (3) u (4), MbI nomy4uaem cmenyulee HeEepaBeHCTBO 


s—1 s—1 s>1 
[ D has| ie D 18 
rye 
C — odosHauaeT xapaKkTepucTtuky UeOpruiesa. 
HepaBencTBa 9TM MOACHeCHBI Ha pyc. 7, Ha KOTOPOM MpeycTaBseHbI rpaduKu 


AaNpPOKCMMaWMOHHBIX MHOTOUsICHOB G,,, (x) qua xapaktepuceTuK A, B, C yaa m=3 
MIpM4eM OCb OPAMHAT B MacuITabe BenMUMHEI D. 


J. LENKOWSKI 


FIGURE OF MERIT FOR BAND-PASS FILTERS 
WITH A TCHEBYCHEFF CHARACTERISTIC 


Summary 


For various reasons, it is desirable that the transfer function has a certain 
shape. In the case of an audio amplitude modulated signal, it is, in general, sufficient 
to take as a desirable ~weveform the one shown in Fig. 1. Since it is im- 
possible to obtain this waveform with a finite number of RLC elements, the question 
becomes an approximation problem. For amplifier-filter systems in which the valves 
(or transistors) and composite filters are coupled in cascade (Fig. 3), the inverse of 
the transfer function is an algebraic polynomial. With the help of this polynomial, 
the desired waveform of Fig. 2 may be approximated. 


ve f 
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By applying the usual approximation method for the continuous functions in 
space C, we are forced to limit the approximation interval to [-f,, fg], i, e. to the 
band-pass of the filter. In other words, we are not actually approximating the rect- 
angular curve shown in Fig. 2, but only its flat peak. 

It is thus seen that here have been neglected the most essential details connected 

-with the very reason for using the filters, namely, the selectivity at the sides of the 
band-pass curve. 

The straight line segment in the band-pass in space C can, however, be appro- 
ximated whilst, at the same time, the selectivity conditions outside the approximation. 
interval, as shown in Fig. 4 are imposed. As the result, we obtain the desired ap- 
proximation polynomial in the form 


s 


Gp, (x2)=1+ 1T., ( T.,, oT ile Ge x) (1) 
where 
x — relative frequency, 
s — the value of the polynomial at the given point lying outside the 
pass band, 
T2,, (x) = cos (2m are cos x) — Tchebycheff dolynondianss of the 2m degree and 


the first kind. . 
The maximum deviation of the polynomial G»,,(x) from the approximated 
straight line in the band-pass is 


Die s—1 
i | T2,, (6) | 3 


If we write the last expression in the form 


ss" = 17, 

D eV, 2m ) | (2) 
7 . 

we can treat the quantity obtained as a kind of figure of merit for filters with 

a Tchebycheff characteristic. Thus, the numerator of the left-hand side of (2) can be 

regarded as the ratio (for s‘>1, which is the case in practice): 


effective signal a 
interference caused by signal in neighbouring channel (x= ] 


The denominator of the left-hand side of (2), D, can, in turn, be regarded as the 
square of relative linear distortion of the effective signal in the pass band 
(for Dy << 1). 

From expression (2), it can be seen that the value of the ratio 

[signal/interference] : [relative linear distortion of the signal] 

is determined only by the degree of complexity of the filter (index m) and the posi- 
tion (¢) of the interference with respect to the centre of the band-pass. Thus the two 
essential elements of the transmission of the signal by the filter are connected with 
each other: the external distortion and self distortion. 

Criterion (2) can be used for filters having a characteristic other than the Tche- 
bycheff one. For example we obtain for a filter with a ey, flat characte- 


ristic B in Fig. 5 
sd a 
SD ABB os oat oe 


a Byes ORT, ee: ue Khe rie x —" 
+ tr oy 


val 
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whilst for a filter whose characteristic has a sharp maximum as in Fig. 6 


[| 2s sinh? (marc sinh &) 
D |A © sinh? (marcsinh 1) 
Comparing (2), (3) and (4), we obtain the following inequality 


Slob) 


where C represents the Tchebycheff characteristic. 

The above inequalities are illustrated in Fig. 7 in which are shown the curves’ 
of the approximation polynomials G,,, (x) for characteristics A, B and C for m=3; 
the ordinate axis is drawn in units of the quantity D. 


(4) 
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Wee ae ee } rt : eae 


Z rere we / 


ARCHIWUM BPLEKTROTECHNIKT = TOM > Vv — ZESZYT. 2 (— ‘1956 
; ; ry 7 


621.3.094.3:621.396.82 


R. KULIKOWSKI, A. RYBARSKI 


Kryterium znieksztatcen kwadratowych 
przy ograniczoney mocy zaklocen 


Rekopis dostarczono 31. 10. 1955 


Wyznaczono optymalne charakterystyki ukladu liniowego zapewniajace 
przeniesienie sygnaiu o zadanym ksztatcie z minimalnymi znieksztatceniami 
kwedratowymi przy zatozeniu, ze Srednia moc zaktécen jest ograniczona. 
Wyznaczono sygnaty pozyteczne i zaklécajace, ktore sq najbardziej nieko- 
rzystne z punktu widzenia pracy uktadu. Rozpatrzono rodwniez sygnaty modu- 
lowane i charakterystyki uktadow selektywnych. 


1. WSTEP 


W teorii odbioru sygnalow elektrycznych duzo uwagi poSwieca sie 
tzw. filtrom liniowym, ktorych zadaniem jest wydzielanie sygnalu po- 
zytecznego sposréd zaklocen. Dla okreslenia i por6wnania zdolnosci fil- 
trujacych filtr6w odbiorczych liniowych stosuje sie réznorodne kryteria. 
Wybor kryterium uzaleznia sie zwykle od konkretnych warunkow eks- 
ploatacyjnych, w jakich pracuje urzadzenie odbiorcze. 

Jednym z najbardziej rozpowszechnionych kryteriéw jest stosunek 
maksymalnej mocy sygnatu do mocy zaklocen (lub stosunek amplitudy 

-sygnatu do skutecznej amplitudy zaklécen) [1]. 

Oznaczajac przez S(iw) widmo sygnalu, a przez Zi(iw) widmo zaktécen, 
kryterium powyzsze mozemy wyrazi¢ jako 


+00 
gi [JSla)K (io) e7do |” 
2n(=) res ; (1) 
S| Zio) Kio) "do 


gdzie K(iw) jest funkcja przenoszenia uktadu, T zas symbolizuje moment 
ezasu, dla ktérego amplituda sygnalu osiaga wartos¢ maksymalna. 

Korzystajac z nieréwnosci Cauchy-Buniakowskiego mozna wykazaé, 
ze stosunek powyzszy osiaga maksymalna wartosé dla filtru o funkcji 
przenoszenia . 


wer 
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So) ene 

| Z(ie) | ? 
gdzie S(iw) oznacza funkcje zespolono-sprzezona z S(iw). 

Kryterium powyzsze okazuje sie szczegdlnie wygodne w przypadku, 
gdy sygnal S sklada sie z szeregu identycznych impulséw przedzielonych 
znacznymi (w porédwnaniu z szerokoscia impulsu) odcinkami czasu (jak 
to ma miejsce na przyktad w radiolokacji). W przypadku tym mozna rze- 
czywisty sygnal zastapi¢ pojedynczym impulsem, czyli inaczej mowiac, 
okres powtarzania impulséw rozciaga sie do nieskonczonosci. 

Nalezy podkresli¢, ze kryterium stosunku sygnatu do zakiécen nadaje 
sie szczegélnie do uktadow, w ktorych zalezy gléwnie na wykryciu sygna- 
low (badz momentdéw ich pojawienia sie), natomiast nie zalezy na doktad- 
nym odtworzeniu ksztaltto6w sygnalu. W tych urzadzeniach, gdzie wazne 
jest mozliwie dokladne odtworzenie ksztaltu sygnatu, szerokie rozpo- 
wszechnienie uzyskato kryterium oparte na tzw. bledzie Ssredniokwadra- 
towym [5]: 


K(io) (2) 


T->00 2 


+T 
I=lim = , [s(t)—u(t)}?dt , (3) 


gdzie 
w= | e(t—1) k(z) dr, 
0 
e(t)=s(t)+z(t) — jest sygnatem na wejsciu uktadu, 
s(t) — sygnatem pozytecznym, 
z(t) — sygnatem zaktécenia, 
k(t) — funkcja przejsciowa, ktora jest reakcjq uktadu na 
sygnat impulsowy 4(t). 
Jesli zalozymy, ze sygnat i zaklécenia opisuja sie funkcjami stocha- 
styeznymi stacjonarnymi (w szerokim sensie), to okazuje sie, ze wyzna- 


‘ezenie optymalnej funkcji przejsciowej k(t) sprowadza sie do rozwiazania 


rodwnania calkowego typu Wienera-Hopfa 


oo 


Res(t)— k(t) Re(t—z) dr=0,, (4) 


0 


gdzie 


+7 
meee it s(¢—t) [s(z)+2(2)] de, (5) 
Toc 2T 
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: +T 

Re= lim — t— d 

e Las | 2 t) e(t) dt 
ath 


sq tak zwanymi funkcjami korelacyjnymi sygnatu s(t) i 2(t). 

Wynika stad, ze w zagadnieniu filtracji, opartym na kryterium (3), 
wystarezy zna¢ funkcje korelacyjne sygnalu i zakt6cen. Z geometrycz- 
nego punktu widzenia zagadnienie sprowadza sie do przyblizenia funkcji 
s(t) i u(t) w Hilbertowskiej przestrzeni funkcyjnej, ktorej] wtasnosci okre- 
$la iloczyn skalarny wektoréw s(t) i u(t), iloczyn ten pokrywa sie nato- 
miast z funkcja korelacyjna. 

W kryteriach (1) i (8) operuje sie badz stosunkiem mocy, badz znie- 
ksztalceniami sygnalu. Kryteria te nie uwzgledniaja wiec wszystkich 
ezynnikéw interesujacych w praktyce. Na przyktad nie uwzgledniaja one 
wzajemnego stosunku miedzy moca (lub energia) sygnalu i zaklocen na 
wyjsciu uktadu odbiorezego, a znieksztaltceniami sygnatu. 

Dlatego tez wydaje sie celowe zbadanie kryteri6w opartych z jednej 
strony na znieksztatceniu sygnatu, z drugie] — operujacych moca (lub 
energia) sygnatu oraz zakidceni. 

W niniejszej] pracy ograniczamy sie do rozpatrzenia kryteridw, w kt6- - 
rych dla oceny znieksztalcen wykorzystuje sie blad kwadratowy przy 
ograniczonej mocy (lub energii) zakl6cen na wyjsciu uktadu. 


2. KRYTERIUM ZNIEKSZTALCEN KWADRATOWYCH 
PRZY OGRANICZONEJ MOCY ZAKLOCEN 


Gdy sygnat e(t) dziala na ukiad liniowy o funkcji przejscia h(t) wyra- 
zajacej reakcje ukladu na skok jednostkowy 


{ ldlat>0, 


1(t)= 
‘ | 0 dlat<o, 


wowezas na wyjsciu uktadu ukaze sie sygnal 


co 


u(t) = se | CDM. 
dt 


0 


W rozmaitych zagadnieniach wymaga sie, aby sygnat wyjsciowy z mi- 
nimalnym znieksztatceniem odtwarzal przebieg x(t). Na przyklad przy 
projektowaniu uktadéw przekazujacych i wzmacniajacych mamy zalez- 
nos¢ 

x(t) =const - e(t— ty) 


| hae uC edie eee ONE OE Bedale Sos ehatt i as 
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gdzie t, jest zadanym czasem opéznienia sygnatu w uktadzie. Jako kry- || 
terium stuzace do oceny znieksztalcen rozwazymy wyrazenie || 


I= il [x(t)—u(t)]}’dt. (6) 


Oprécz sygnalow pozytecznych na uktad dziataja czesto sygnaly zak16- 
- eajace, ktérych efekt dziatania powinien by¢ dostatecznie wygaszony. 
Efekt dziatania zakidcen mozna ocenia¢ réznie. Tu ograniczymy sie 
do rozpatrzenia Sredniej] mocy szuméw oraz energii zakiécen na wyjsciu 
uktadu. 

 Jesli na przykiad gestos¢ widmowa mocy szumdow wejsciowych moze 
_ byé uwazana w przedziale czestotliwosci objetych charakterystyka filtru 
za wartosé stala , to Srednia moc szuméw wyjSciowych wyniesie ; 


ae 
2 
i | K(iw) Pde . 


Mozna wykazaé, ze dla wszystkich zakiécen z ograniczona powierzch- 
nig js, energia zaklécen wyjsciowych nie przekracza wartosci okreslonej 
powyzszym wzorem. Celowos¢ operowania powierzchnia zaktécen zwia- |} 
zana jest z tym, ze przy dzialaniu na uklad liniowy krétkich impulséw 
z(t), reakcja jego prawie zupetnie nie zalezy od ksztaltu sygnalu, lecz je- 
dynie od jego powierzchni. 

Wyznaczymy teraz sposrod wszystkich sygnatow zaklécajacych o ogra- 
niczonej powierzchni 

+00 


flz®|dt=z, (7) 


—co 


takie, ktorym odpowiada maksymalna energia zaklécen na wyjsciu ukladu 


+00 Z 
1 
Les ail | Z(iw)K(iw) Pda. (8) 
aT 
‘i -Tutaj ap 
bm +00 +00 
oa Ziiw)= f z(the#tdt,  K(io) = [{ k(te—*at. 


Wykazemy, ze sa to sygnaly o stale] gestosci widmowej. Dowéd opiera sie | 
na nierdwnosci 


+oo +co 
| Z(io) |< f | 2(2) | Je-t|dt= [|z(t)|dt=p, 


“ie yh ee la iN Sak So ae a ay 


ve! : ri 


iets " yt 
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at 


4 skad dla energii zaklocen otrzymujemy oszacowanie 


; 4-00 +oo 
' 1 3 
=, | 128 Pao <2 [| Ko) |"do=const. 
T 


Wobec tego najwieksza wartos¢ energii E jest osiagana dla sygnaléw, przy 
ktorych obie nieréwnosci przechodza w rownosé, skad otrzymujemy 


| Z(iw) |= 


Sygnalem takiego typu jest na przyklad kombinacja liniowa impuls6bw ~ : 


2(t)= d'cx5(t—tx) , Pas , 
k 


poprzesuwanych w fazie. 


Dla okreslonych powyzej najniekorzystniejszych zaktocen Fake na 


wyjsciu wyrazi sie wzorem 
ms ane 7 } 
E=* [ |KGo) "do. (9) 
za: Le 


Obecnie sformutujemy Scisle rozpatrywany problem. 
Niech bedzie zadany sygnat wejSciowy e(t). Nalezy znalez¢ uktad 
odtwarzajacy z minimalnym odksztalceniem (6) zadany przebieg x(t) , przy 


czym energia zaklocen na wyjsciu nie moze przekraczaé zadanej wartoSci _ 
E. Jezeli zauwazymy, ze z pomoca zwiazku h’(t)=k(t) wiazacego wprowa- 


dzone funkcje przejscia, na mocy rédwnosci Plancherera mozemy zapisa¢ 
energie zakiécen wzorem 


E= frat, (10) 


to zadanie nasze, z punktu widzenia matematycznego, jest zadaniem z ra- 
chunku wariacyjnego na minimum funkcjonatu (6) przy Zou et yee Cee 
nym warunku ubocznym (10). 

Przy podobnym podejsciu do zagadnienia mozna wyznaczyé¢ opty- 
malna charakterystyke ukladu poddanego dzialaniu sygnatu _niesto- 
chastycznego o zadanym ksztatcie. Jesli zaS sygnat dzialajacy na uklad 
sktada sie ze sktadowej stochastycznej stacjonarnej es, niestochastyczne] en 


. i zaklécen stochastycznych stacjonarnych zs, to mozna wykazac [6], ze 


Srednia reakcja ukiadu nie zalezy od sktadowych stochastycznych, lecz 
okresla sie skiadowa niestochastyczna en. Mozna wiec znalezé minimum 
-bledu kwadratowego (6) I dla przebiegéw niestochastyeznych przy zalo- 


zonej wielkosci bledu Sredniokwadratowego (3) I=const (w ktérym 


yy ee 
Me ee 


uwzglednia sie sktadowe stacjonarne) oraz przy zalozone] Sredniej mocy 
zakiécen E=const (lub tez minimum I przy I=const, E=const). 

Nieco inna metode podano w pracy [6], gdzie skladowa niestocha- 
styezna rozwija sie w szereg w przedziale [0, T] 


€nlt— 7) =€nlt) = e(HtA- x.y 


i otrzymuje sie odpowiednio 


Un(t) = SineP0, 
gdzie 
fT 
Me= [ tek(r)dr, k=O Oca 
0 

Przyrownujac nastepnie u”(t) do zadanej funkcji czasu otrzymuje sie 
warunki na w,. Wyznaczenie optymalnej funkcji przejsciowej k(t) spro- 
wadza sie tu do znalezienia minimalnej wartosci funkcjonatu I przy wa- 
runkach dodatkowych natozonych na w,. Nie trudno zauwazyé, ze metoda 
powyzsza komplikuje sie w przypadku bardziej zlozonych sygnalow (na 
przyktad sygnaléw, ktore nie moga by¢ przedstawione wielomianem alge- 
braicznym dostatecznie niskiego rzedu). 

Poniewaz zagadnienia zwiazane z okresleniem optymalnych shoals 
rystyk ukladu przy sygnalach stochastycznych i stacjonarnych sa wyczer- 
pujaco oméwione w literaturze, zajmiemy sie ponizej glownie wyznacze- 
niem charakterystyk uktadéw poddanych dziataniu sygnatow niestacjo- 
narnych o zadanym ksztalcie. 


2.1. ROWNANIE CHARAKTERYSTYK OPTYMALNYCH 
Zgodnie z metoda mnoznikéw Lagrange’a rownanie na funkcje h(t) 
znajdziemy przyroéwnujac do zera wariacje funkcjonatu pomocniczego 
W=I+AE, (11) 
w ktorym dA oznacza mnoznik Lagrange’a. 
Jesli (t) bedzie dowolna funkcja znikajaca poza skoriczonym przedzia- 


dem i rowna zeru dla t=0, wtedy warunek ekstremum funkcjonatu (11) 
mozemy napisa¢é jako 


dW = 1g, Wate! =0. (12) 
de 
W dalszym ciagu obliczymy OW. Mamy 


idgWw_idl, Ade 
) “des Bia he aie 
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| 
| 
i 
| 
; 
| 
| 
. 


: sa f ij Bef) of os rae 


c ae 
: = fveonoe. 
ee a 
+ w-- f rhs sa = f dels 9 ate)— ute). E 


5 2 warunke ekstremum (12), Seis T aid ciate Wo 


jemy rownanie 


BOF AeA) ORrk. 


ani ¢ to musi spelnint optymalna charakterystyka b(t). Przepiszemy Poa | 


MA=[ddada+9; A= [ do)xo+9) a4) E 
t rf . op 


ee ee 
t ® 


sirnsnie (9) motors promi prt 


- 'O+ f bt—Hhx) ds=c2). (15) 
nie udowodsiumy, z dia 1>0 rozwiazanie réwnania (15) realizuje , 
fuskejonals (11)! W istorie, obliczajac drugs wariscie FW 
€ 
= 2— WW fh+ ; 
ew-| we ely 


FR = f (S) ae+2 f 47d, 
? : 


» 


ere. sts aaa . 
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— > 


gdzie 


The ee an. 
ens 


Poniewaz 4<0, wiec &W->0, jak wiadomo, jest yee wa- 
runkiem minimum. 


2.2. JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZANIA ROWNANIA (15) 


Gdy k(t)=h’'(t), wtedy zamiast (15) mozemy napisa¢ 
— Ak’(t) + J b(t—t) k(t) dt=c(t). (16) 


Rownania (15) i (16) mozna sprowadzi¢ do réwnan czysto catkowych, wy- 
korzystujac rownosci 


his foe t) h(t) dt —k(0) 6(t) . : 
Oznaczajac ‘ 
L(t)=—Ad()+b(t), =‘, (t) = —Ad"(t) + b(t), 


zamiast (15) i (16) otrzymamy rédwnania 


. 
| 
E)= is 6 (t— 1) k(z) dt —k(0) d(t) , 


fae— k(t) dt= c(t) —Ak(0) d(t), (15a) 
fst —t) h(t) dt+[b (+ 0) —b(— 0)] h(t) = c(t) — AK(0) d(t) . (16a) 


Rownania te sq odpowiednio typu Focka i Wienera-Hopfa [3], [4]. W pra- 
cach tych autorow sformulowane sa zatozenia, przy kt6rych rownania takie 
przy zadanej prawej stronie maja jedno i tylko jedno rozwiazanie. 
Prawe strony rownan (15) i (16) zawieraja niewiadoma wielkosé k(0) , 
a wiec twierdzen tych nie mozemy stosowa¢ bezposrednio. Trzeba jednak 
zauwazyc, ze Z uwagi na warunek izoperymetryczny (10) interesuja nas 


jedynie rozwiazania, dla ktdrych f k?dt < + co. Otdz mozna wykazaé, ze 


zbieznos¢é tej catki (i catki f kdt) jednoznacznie wyznacza k(0). Wobec © 


0 
tego mozemy stwierdzi¢é, ze nasze rownania maja co najwyzej jedno roz- 
wiazanie w interesujacej nas klasie funkcji (mozna wykazaé, ze wynika 


Ne Mean Pees me Se Wikpet ae an the au 
pts Ur % ‘ H Es ieee ee her P. be ‘3 
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to réwniez z réwnania (12), bez powolywania sie na teorie Wienera- 
Hopfa). 


2.3. UKLADY PRZEKAZUJACE 
Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy a(t)=e(t—t)), to jest gdy 
sygnal, ktory z minimalnym znieksztalceniem ma byé odtworzony na 
wyjsciu, jest sygnatem pierwotnym, opdéznionym o ty). Jak to wynika ze 
wzoru (14), mamy wtedy c(t)=b(t—t)), a roéwnanie (16) przyjmie postaé | 


; 

— Ak'(t)+ f d(t—7) k(t) dt=b(t—ty) . (17) 
: | 

‘ Rozwiazanie tego rownania, speIniajace warunek fat< +o, jest funkeja 
: 

a 0 

_ fparametru t,. Zamiast (17) mozemy wiec napisaé 

, o0 

, AS K(t, te) + [ be 9R(, de =b(e—4). ~ (18) 
: 9 
: Niech k,(t)=k(t,0). Zatem k,(t) jest optymalna charakterystyka, odpo- 
4 wiadajaca czasowi opdéznienia 0. Wykazemy, ze charakterystyki_ k (t, ty) 
: i k,(t) zwiazane sa rownaniem 5 

y = k(t, t.)+ (et, t.) + W(t, 0) k(t, 0) =0 (19) 
at at, 

‘ Dla dowodu napiszmy réwnanie (18) raz dla t,=t,, drugi raz dla ty=t, ; 
__ pierwsze z tych rownan pomndzmy przez k(t, t,), drugie za$ przez k(t, t,), 
: a nastepnie dodajmy i scatkujmy po t od zera do nieskonczonosci. Otrzy- 
» iImamy 

¥, . oo i A 

: AK(0 ,t,)k(0, t.) + (et arar{o(e—9 +o(e 0} (ete, tle, t) +R(e take ty) = 
: 0 0 


=foe—t) k(t, t)dt + [o(t —t,) k(t, t,) dt. 
0 0 


Nastepnie wykorzystamy wynikajaca z (14) r6wnosé ' 
b(t) + b(— t) =e?(+ 00) = ex 


oraz fakt, ze, jak mozna udowodni¢, mamy 


TEE EA ET 


fk(t, to)dt=1 dla eo#0. 
0 


1 Przy oczywistym zatozeniu e(t)=0, dla t<0. 


ao” 


388 R. Kulikowski, A. Rybarski Arch, Elektrot. 


Wtedy otrzymamy 
Jk (0, t;) k(0,t,)+e2, [k (29) dt [ k (eet,) dt — 
0 0 


=e fk benny) dt—[b Gea tpin(es) dt+e,|k (t,t,)dt— fb (t,—t) KE, 4) at. 
0 0 0 0 
Catki z prawej strony mozna wyrugowaé¢ za pomoca (18), przy czym skroca 
sie wyrazy zawierajace e?.. Dzielac przez 4 otrzymujemy 


2 e(t, ty) + ke (tet) +k 0, t,)&(0;t,)=0. (20) 
at, ote 
Mozna udowodni¢ (przy dodatkowych zalozeniach o zachowaniu sie k(t) 
w nieskonczonosci), ze k(t,t,)) jest symetryczna funkcja swoich argu- 
mentow 

k(t, to) =Kk(to, t). (21) 
~ Ze zwiazkow (20) i (21) wynika (19). 

Rownanie (19) pozwala wyznaczy¢ k(t,t)), o ile znamy k, (t). Aby to 
wykaza¢, poddajemy (19) transformacji Laplace’a wzgledem t i ty, ozna- 
‘ezajac zmienng operatorowa odpowiadajaca t przez p, a zmienna opera- 
torowg odpowiadajaca ty — przez q. Oznaczajac dalej 


Let, (k(t, to)} =K(p, q); Lelko(} =Ko(p); Li, (ko(t.)} =Ko(q) 
w ten sposdb z (19) otrzymamy réwnosé 
Ky(p)+Ko(q)—Ko (p)+ Ky (q). 
p+q 


Przez wziecie transformatory odwrotnej wzgledem q, dostajemy stad, jesli 
oznaczymy K(p,t.)=L{k(t, t))}, rownanie 


K(p ,q)= 


ty 
K(p, to) =Ko(p) e+ [1 — Ko(p)]e-?® { key (x) eP'dt. (22) 
0 
Rownanie (22) pozwala znalezé k(t,t,)) jesli znamy k(t,0)=k,(t). 


2.4. CHARAKTERYSTYKI BEZ OPOZNIENIA 


Zajmiemy sie rownaniem (18) dla zerowego czasu opdznienia t,=0. 
Wtedy 
—Ak'(t)+ | b(t—r) ky (z)de=b(t). (23) 
0 
Jak juz pokazano, rownanie to mozna sprowadzi¢é do réwnania typu 
Wienera-Hopfa, dla ktorego podane sq ogélne wzory na rozwiazanie. Tutaj 
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pokazemy, ze gdy transformata Laplace’a funkcji b(t), B(p) jest funkcja 
wymierna, to istnieje rozwiazanie o postaci 


KoO= YS Aven ezyli. Ky (p) = 


i i 


ae a 
p—% 


(24) — 


co 


Powinnismy mie¢é f kjdt< co. Wynika stad, ze liczby a musza mieé 
0 


ujemne czesci rzeczywiste. Wyznaczymy liczby o; i Aj. Podstawiajac (24) 
do réwnania (23) i transformujac otrzymana rodwnos¢ wedtug Laplace’a, 
po uporzadkowaniu otrzymamy rdéwnanie 


Y A; 
SD. [Aart B@)+ViI=BOe), (25) 

fA P—% 
gdzie ; 

Vi= fo e%* do = — —~ —B(— a). 
a; 

0 

Mnozac rownanie (25) przez p—a, i zakladajac p= 4, otrzymujemy 


—o,+B (ay) +V;,=0 
lub k k) k 


: o 
— ox t+ B (ax) — a —B(—a,)=0. 


A wiec liczby a; sq pierwiastkami o ujemnej czeSsci rzeczywiste]j rownania 
charakterystycznego 
2 


Ap +- = +B(—p)—B(p)=0. (26) 


Aby teraz wyznaczy¢ liczby Ai, porownujemy residua lewej i prawej strony 
(25). Jesli przez fb, oznaczymy bieguny funkcji B(p) (a mozna wykazaé, ze 
jest ich akurat tyle, ile ujemnych pierwiastk6w rdwnania 26), to dosta- 
niemy 


Ase ke (27a) 
oma Lae s 
i (B_—ai) 
jezeli biegun fx, jest pojedynezy oraz 
ci =0, (27b) 


4 (Bx —a4)™ 
dla bieguna o krotnosci n,.> 1. 
Powyzsze rownania ze wzgledu na A; mozna rozwiaza¢ w _ postaci 
zamknietej postugujac sie pomocniczymi funkcjami 


F (p)=1 (p— ai); Ctpy Tip Plt (28) 
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Mamy mianowicie 


Ar=— G (ai) ; (29) 
F'(as) 
dla Ky(p) zas 
G(p) 
K =], (30) 
o (p) F (p) 


Majac K,(p) znajdujemy K(p, t)) ze wzoru (22). 

' Na koniec mozna wykaza¢, ze przy a; i A; wyznaczonych z (26) i (29) 
rownanie (25) jest tozsamosciowo spetnione, a tym samym wzory (24) 
daja rzeczywiScie rozwiazanie rownania (23). 


; 2.5. PRZYKLADY 
Dia przykiadu znajdziemy optymalne charakterystyki dla sygnatu 
etii=e*, -20)=et=n): 
Ze wzoru (14) otrzymujemy 
Bee en 8 Gene i Bods 
2 ak Pp 


Rownanie charakterystyczne (26) ma posta¢ 


Poe 


l—-p 


i jeden pierwiastek ujemny a= — 1+s. Z (28) obliczamy pomocnicze 
funkcje F i G jako 


rapt+y/ith; G=p+tl. 


_W koncu z (29) otrzymujemy 


ak 
: Any/1+h—1 


iz (24) 


Je ee 


Eat a ai ee ce adel baa, i Le -* ‘\ b =.) Ss fr * , 5, JAD \ET AL) 
at hes . : 4 Fi : y 

' i 

My : 
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Wz6r ten podaje optymalne charakterystyki zerowe. Nastepnie z (22) znaj- 
dujemy 


A a F Pa 
K(p, to)= : ae *(n+1)+e *(a— vb. 
p?— a? 


skad 1 
eke at + -——'sh at dla t<ty, 
t a 


k(t, t))= 


Ae" (ch ot, += shat] Clas Ah a 


Sa to charakterystyki optymalne dla czasu opd6znienia ft, . 
Jako drugi przyktad wyznaczymy charakterystyki ophantee dla 
sygnatlu e(t)=1(t), x(tH)=1(t—t)). 
Ze wzoru (14) mamy 
b(t)=1(t), 
zatem 


L{b(t)}=B 


Rownanie charakterystyczne (26) ma ksztalt nastepujacy 


gues ag) 
Pp 


7 a 


Zatem funkcje pomocnicze (28) przyjmujqa postac 


oraz pierwiastek 


F=p—a, G=p, 


ey 


Korzystajac ze wzoréw (30) i (22) otrzymujemy 


zas 


K (== 
. pt+A’ 
pat A —Aty _ —pty 
Kip, t= 9 pete ae 
Wobec tego 
—At, <t ‘ 
mie aa ch At, tSty (31) 
Ae-4tch Ath, t>ty. 


Charakterystyka o identycznej postaci zostala wyznaczona w pracy [2]. 
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Charakterystyka odpowiadajaca sygnalowi jednostkowemu jest bardzo 
interesujaca z praktyeznego punktu widzenia, gdyz — jak to zaraz wyka- 
zemy — skok jednostkowy jest sygnatem najbardziej] niekorzystnym 
z punktu widzenia znieksztalcen sygnalu (w metryce przestrzeni C) z po- 
miedzy wszystkich sygnaléw z ograniczona amplituda. 

W tym celu zalézmy, ze sygnal e(t) dziala na uktad liniowy, ktorego 
reakcja na impuls jednostkowy jest k(t). Sygnal na wyjSciu uktadu wy- 
niesie 

U(t)= fet—r)k (7) dz. (32) 


0 


W przypadku, gdy uktad nie wprowadza znieksztaicen 


k (t)=k,6(t—t)) , (33) 
to znaczy, ze odpowiedz ukladu na sygnat 6(t) r6ézni sie od tego sygnalu 
tylko opdéznieniem ty i thumieniem Kp. 

Podstawiajac (33) do (32) otrzymujemy 


u(t)= fe (t—1) kod (tt) dt=kye (tty). (34) 


W przypadku uktadu, ktory wprowadza znieksztalcenia mamy 
u(t)#k,e(t—t)). Znieksztatcenia te mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru 


A=max | u (t)—k,e (t—t,) |. (35) 
1 ib 
Podstawiajac wzory (32), (34) do (85) mozemy napisac 


co 


A=max | fe (t—t) k (t) dt — J koe (t—1) 6 (cto) dt | = 


oe (36) 
= max | f e(t—2) [k (t)—ky) 6 (t—t,)] dt}. 


Sygnaty dzialajace na uklad posiadaja zwykle ograniczona amplitude i dla- 
tego mozemy zatozyé 


le (t)|<Em. 


Wyznaczmy teraz sposr6d sygnal6w z ograniczona amplituda taki 
sygnal, ktory powoduje maksymalne znieksztatcenie 4. Wyrazenie (36) 
uzyskuje maksymalna wartos¢ wtedy, gdy funkcja podcatkowa bedzie 
stale dodatnia. Wynika stad, ze znieksztalcenie (36) maksymalna wartosé 
uzyskuje w przypadku sygnalu, ktéry ma stata amplitude +Emi zmienia 
znak w zerach funkcji k(t)—k)6(t—t)). Dla ukladu, w ktérym funkcja ta 
nie posiada zer dla t >0, najbardziej niekorzystnym sygnalem, ze wszyst- 
kich sygnat6w z ograniczona amplituda, bedzie sygnat o ksztalcie skoku 


} 4 ! 7 


Bit 
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Em 1(t). Rezultat powyzszy uzasadnia celowos¢ stosowania sygnalu jednost- 
kowego jako sygnalu wzorcowego przy badaniu aparatury elektrycznej. 


3. SYGNALY MODULOWANE 


Sygnaty elektryezne stosowane w praktyce wystepuja najczesciej 

w postaci modulowanej 
e (t) =e (t) cos wy t= We {eq (t) e**} , 

gdzie e,(t) okresla charakter zmian obwiedni sygnatu modulowanego, 
natomiast cos wy) t=‘. {et} — reprezentuje tak zwangq fale nosna. 

Poniewaz zwykle interesuje nas obwiednia sygnalu modulowanego- 
(fala noSna zostaje wyeliminowana w detektorze) wyznaczymy obwiednia 
sygnalu na wyjsciu ukladu liniowego. 

Wyznaczmy najpierw reakcje ukladu na sygnal 


é, {dict 


Widmo tego sygnalu wyraza sie wzorem 
E (ix) = E, [i (w—a,)], 


gdzie ; 
Ey (iw) =F {ey (t)} , 
sygnat zaS na wyjsciu ukladu wyraza sie jako 


ieee 


if E,[i(w—o,)] K Go)et do. 


Qn 


Zatem reakcja ukiadu na sygnal 
e (t)= “We {ep (t) ett} 
ze wzgledu na liniowos¢ ukladu wyniesie 
3) 
u= am | Edi (o— war io) eae, (37) 


T 
—oo 


Jesli sygnat modulowany dziata na uklad o wiasnoSsciach selektywnych 
(na przyktad wzmacniacz rezonansowy nastrojony na czestotliwos¢ nosna) 
wygodniej jest postugiwaé sie pojeciem funkcji przenoszenia, w ktorej 
ezestotliwosé w odmierza sie od czestotliwosci rezonansowej @,), to jest 


K (iw) = Kop [i (@ — @9)] = Kon (i) . (38) 
Podstawiajac (38) do wzoru (37) otrzymujemy 
aE 
u(th=R — [ Ey (2) Kop (iQ) e* ao =u, (t) cos wot , 
19 


—co 


Mya Sees, aimee Pe Po Pe ect rene 


ay ie 
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gdzie 
+ co 
uy (= 5 ip B, (12) Kos (42) dQ. (39) 
T 


Wz6r (39) mozemy réwniez wyrazi¢ za pomoca splotu obwiedni sygnatu 
wejsciowego e(t) z funkceja przejsciowa obwiedni 


Nop (t “ele & GE) eine dQ , 


a mianowicie 


co 


Uo (= es Je (t—Tt) Nop (t) dt. 
dt 


Wz6r ten ma analogiczna postaé do stosowanych w rozdziatach 2 i 3 wzo- 
row na splot sygnalu e(t) z funkcja przejsciowa k(t). Wynika stad, ze 
-optymalne charakterystyki czestotliwosciowe wyznaczone metoda podana 
‘w rozdziatach 2.3, 2.4, 2.5 i odnoszace sie do uklad6éw bez modulacji (tzw. 
videoczestotliwosci) moga by¢ w prosty sposéb przetransformowane (przez 
translacje czestotliwosci 2=w—w,) na optymalne charakterystyki ukta- 
dow z modulacja. Przy transformacji tej ksztalt charakterystyki nie ulega 
zmianie. 


4. FILTRY ,,.IDEALNE“ 


W urzadzeniach telekomunikacyjnych z tak zwanym czestotliwoscio- 
wym rozdzieleniem sygnatow stosuje sie filtry, kt6re przepuszczaja. tylko 
okreslone (przez normy) pasmo czestotliwosci i obcinaja czestotliwosci 
lezace poza pasmem przepuszczanym?. Przy projektowaniu takich filtrow 
stykamy sie z koniecznoscia wyznaczenia charakterystyk zapewniajacych 
minimalne znieksztaicenia sygnaléw przy ograniczonym wplywie zakl6- 
cen. 

Obecnie wyznaczymy optymalne charakterystyki filtru idealnego za- 
pewniajace przeniesienie sygnatu wzorcowego l(t) z minimalnymi znie- 
ksztatceniami 


+0co 
i= J [hoo (t)—1(t—t,) Pat (40) 


* Scisle biorac, uklady te nie moga byé zrealizowane, gdyz charakterystyki ich 
nie spelniajg na ogét warunku k(t)=0 dla t<0. Jednakze charakterystyki uktadéw 
selektywnych moga byé z wystarczajaca dla praktyki doktadnoégcia aproksymowane 
za pomoca charakterystyk dajacych sie realizowac 


~~ 2 Ss 
at ee 
~ ad 


ss hae , Werees Be 


ari. Wet ae tones heeds g 


¥ 
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ee 


przy warunku dodatkowym (9) E=const oraz przy zalozeniu, ze widmo 
sygnalu wyjsciowego znika przy |Q|>,. 

We wzorze (40) za dolny przedziat catkowania przyjelismy — oo, gdyz 
sygnat hop(t) dla filtru ideainego moze nie znika¢é przy t<0. Poniewaz 
widmo sygnalu wyjsciowego 


+00 
Kop (iQ) 1 ; 
—- ——_- = __ h t eri dt. 
iQ al ob ( ) 


w mysl zatozenia rdwna sie zeru na zewnatrz pasma czestotliwosci prze- 
puszezanych przez filtr idealny, mozemy napisa¢ 


+oo 


= hoo(t)e-tdt=0, dla |2|>Q, (41) 


przy ezym 2, jest gorna czestotliwoscia pasma przepuszczanego. 
Zagadnienie polega zatem na wyznaczeniu funkcji h(t), ktora zapewnia 
minimum funkcjonatu : 


H,=I+A,E, 


przy czym na mozliwe rozwiazanie naktada sie dodatkowy warunek (41). 

Zagadnienie powyzsze jest zagadnieniem wariacyjnym na ekstremum 
warunkowe. Zagadnienie takie mozna rozwiazywac metoda Lagrange’a, 
zwang tez metoda nieokreslonego mnoznika funkcyjnego. 

Zgodnie z powyzsza metoda, pomndzmy wyrazenie (41) przez nieokre- 
Slona na razie funkcje A(2) i scatkujmy otrzymana funkcje w przedziale, 
ktéry lezy na zewnatrz pasma czestotliwosci przepuszczanych. 

Otrzymamy wtedy zamiast (41) warunek nastepujacy 


ff? s AQ 7 
eo ips Saige ere a]aa+ fl uO, Nope e7'@ dt] aa 0, pole as 


Zmieniajac we wzorze powyzszym kolejnos¢ catkowania otrzymujemy 
-foo —Q, oo 
Das | hop (t) [ [2meritr ans f2me-** a0] dt=0, |Q|>2. 
20 
—0o —oo Q, 
W mysl metody Lagrange’a znajdujemy teraz ekstremum bezwzgledne 
funkcjonatu 
H=H,+D=I1+D+A,E. (42) 
Przyréwnujac do zera pierwsze wariacje wzgledem Nop (t) oraz A(Q2) wy- 
razenia (42), otrzymujemy nastepujace ro6wnania: 
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— 22, co 


1 ~i2t ~int 2 | 
”" | a dQ On 43 
yy a Ae et a [28 ao+ [aQhe (43a) 
gee 
| ee Wee Lub a0. \ dia = paca (43b) 


Poddajac rownanie (43a) transformacji Fouriera oraz uwzgledniajac (43b) 
otrzymujemy 
Koo Koo (2) 


e—i%tp 
ee |-AGar+ano+i|=* Cae oes Anton 
v 


iQ 
Stad oraz z (43b) otrzymujemy wreszcie 
e-imt 
ae GQ? +4, (41 
0, |Q|>Q. 


| 2|< 2), 
Koo ( (32) = 


We wzorze tym h,, (0) moze byé okreslone na przyktad z rownosci 


20, 
hip (0) = | Kon (2) dQ, 

=O 

A, zas z warunku izoperymetrycznego (9). 
Dla 4,=0 otrzymujemy charakterystyke [2] 
. Sais TEA RAILG AGS A 
Kop G2) = 

ea alg dla |Q|>Q,. 


Charakterystyce tej] odpowiada prostokatna charakterystyka amplitudy 
i dla LP RIK 8 be 

2)=|Kos(t2)|=| aes 

Oo. de ser Or ene 


oraz liniowa charakterystyka fazowa. 
Charakterystyce tej odpowiada 


il le 
Rov (t) = —+—Si 24 (6—t,);, 
2 T 


gdzie Si oznacza sinus calkowy. Charakterystyka powyzszego typu, 
mimo ze nalezy do charakterystyk nie dajacych sie zrealizowaé, moze byé 
z dostateczna dla praktyki dokladnoscia aproksymowana przez charakte- 
rystyki uktad6w mozliwych do realizacji. 
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' 


Zakladajac na przyklad, ze funkcja ttumienia ukladu wyraza sie 
wzorem 


Gane (ix—-a), 2= on (44) 
Koo a k=1 Q, 

mozemy wyznaczy¢ takie rozstawienie zer a,-tej funkcji, ktére zapewnia 
najlepsze przyblizenie (w sensie Czebyszewa) charakterystyki idealnej 

es | 

Kop (ix) | 
poza pasmem przepuszczania (x >1). W tym celu zalézmy, ze kwadrat 
modutu funkcji (44) jest proporcjonalny do 


=1 w przedziale (—1,+1) oraz dostatecznie duze ttumienie 


A, +L Ton (x) ) 
gdzie Tan(x) — oznacza wielomian Czebyszewa 2n-tego rzedu, 
L — maksymalne odchylenie tego wielomianu od A,=const 


Jesli nier6wnomiernos¢ tlumienia w pasmie ee Ese uktadu 
wynosi a dB (rys. la), to mamy 


e27-+ ] Se ah 
Ae St a rys. 1b). 
2 ; (ry ) 
Wprowadzajac wspdiczynnik .- Log TaeglnTP 


tlumienia 


2n ae 

r=y/ — 

ef 1 
ktory rowna sie zeru dla a=? 
i dazy do jednosci przy bardzo 


duzym a; wielomian (44) mozna 
wyrazi¢ jako 


Dy 7894 27" T on (x) 
(1—T2")2 
(45) 
j mi D = Rys. 1. Aproksymacja charakterystyki 
Aby wielomian ten byt propor Pear absees 


cjonalny do wielomianu (44), zera 

ich powinny sie pokrywaé. Zera te beda lezaty w ogélnym przypadku na 
ptaszezyzZnie zmiennej, zespolone] x=z+ty. Wprowadzajac wspotrzedne 
eliptyezne wediug wzor6w 


8 Funkcje przenoszenia takiego typu posiadaja na przykiad uktady ztozone ze 
wzmacniaczy rezonansowych, zawierajacych jeden lub dwa obwody w kazdym stopniu. 


Ps 
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. 1 
zs let | cos 7, 
2 0 
vs le-= sin 7 
2 
Q 


do wzoru (45) otrzymujemy 4 
Bananas 
(1+72")2 


Nie trudno teraz zauwazy¢, ze funkcja powyzsza réwna sie zeru dla 


|: 4. Tan + T2n Ga ei2ne + tke Sa y 
een 


e=— Iny=(2k—1)e, k=1,2,...2n. 


wynika stad, ze zera wielomianu (44) powinny lezeé na elipsie w punktach 
o wspoirzednych 


2 T 2n 
1 it 2k—-1 
= —|T— —) sin ———-7. 
ae rt a Qn 


Przyjmujac zatem okreslona wartos¢ tlumienia a, mozemy ze wzordw 
powyzszych wyznaczy¢ optymalne potozenie biegundw x, funkcji prze- 
noszenia Kop(ix), a nastepnie okresli¢ optymalne parametry uktadu pro- 
jektowanego. 
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1 weber 
T= et VD" + ee)", 


cay eee ee ee 
xtyz'—i=oge, 2—Yx*—1=— e-iv. 
Q 
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P. KYNHKOBCKH, A. PbIBAPCKH 


KPUTEPMM KBAJPATUYECKUX UCKAXKEHMUM TPM OrPAHMUYEHHOM 
MOIHOCTU TNOMEX 


Pesrome 


B KauecTBe KpMTepma ucKaxwkeHuit curHama e(!) B MHeMHOM CucTeme c mMepexoy- 
HOM dbyHKyent h(t) mpmHnmMaetca Bripamennue I (6), rae x(t) — nunetupmit dbyHKUM0- 
Han e(t). Ec cnekTpanbHy!0 NMIOTHOCTh BXOJHBIX WIYMOB MOXHO CuUMTaTb B MOTOCe 
nponycKaHusa C(UuIbTPa BeENMYMHOM NOCTOAHHOM f4, TO CPC€AHAA MOLIHOCTh BbIXONHbIX 
UIYMOB Bbipaxkaetca dopmynon (9). TlokasaHo TakxKe, 4TO cpeau BCex nomex c orpa- 
HUYCHHOM MNOBEPXHOCTHIO / (7), SHEPrMA MOMeX Ha BbIxoTe cbunptpa He NpeBpbiiaer 
B@JIMUYUHBI (9). 

Bonpoc cBoquTCA 3aTeM K ONpeAeNeCHUIO MMHUMANbHOTO 3HAYCHUA UCKAaRKeuuM (6) 
mpu WZodOaBouHom ycuoBuu E=const (9), (10). TpupaBpHupaa mepByto Bapuauwio dyHK- 
mymMoHana W=I+AE no h(t) K Hymo nomyuaem ypasHeHue (15), OfHO3HAUHOCTH 
peulieHum KOTOpOTO uccNeqOBaHa B rmaBe 3.2. B rnaBe 3.3 NPpMBOAMTCA peuleHue ypaB- 
HeHMA (15), OMpeTenArolee ONTMMAJIbHYIO WepexOZHy!O CbyHKIIMIO CMCTeMbI. SaTemM 
PaccCMOTPeHO KOHKPeTHbIe€ MPMMEPLI PM BXOJHbIX CurHasax 


e(t)=e-—', x(t) =e(t—t)) u e(t)=1(t), xe(H=1(t—t). 

B raape 4 nmOKa3aHO, YTO NOJYYeCHHbIe Pe3YJIbTATbI MOXHO MNepeHecru mpM 
NOMOUM TpaAHCNAWMM YACTOTbI Ha CHyuYaM AMIMIMTYAZHO-MOAyYIMpOBaHHbIxX CMTHaJOB. 

B3aTem ompeyemeHo xXapakTepucTMKU CMCcTeMbI, OOecMeuMBaIOWjew MMUHUAMAJIbHbIe 
MCKasKeHUA eTHMAHOTO curHana mpm E=const u yodaBOouHOM ycnoBuM, KOTOpOe 
CBOAUTCA K TpeOOBaAHMIO, UTOOLI YACTOTHBIe xaPAKTEPUCTUKU CUCTEMbI UCue3saIIU BHC 
MoONOCcbI MmpomycKaHua. B cnyuyae E=0 ontTMManbHad XapakKTepMCTMKA aAMITMUTY ABI 
wumMeet COPpMy MPAMOYLOJIbHUKAa, KOTOPbIM, Kak 9TO MOKa3aHO, MOMKHO aANMpOKCMMMpo- 
BaTb pu nomMomuM dyHkKyMN 3aTyxaHua (44) c mIOOOM TOUHOCTHIO. 


R. KULIKOWSKI A. RYBARSKI 


CRITERION FOR ROOT SQUARE DISTORTION AT LIMITED NOISE POWER 


Summary 


As a criterion for distortion of the signal e(t) in a linear system having a transfer 
function h(t), we take expression 1(6), where x(t) is a linear operation of the func- 
tion e(t). If the spectral density of the input noise power to have a constant 
value « in the frequency interval included in the filter characteristic, then the 
average output noise power will be equal to (9). It is also shown that among all dis- 
turbances with a limited area. (7), the output noise energy does not exceed the 
value given by formula (9). 
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The problem involves determining the minimum value of the distortion (6) at 
the subsidiary condition that E=const (9), (10). To first variation of W=I+ AE with 
respect to u(t) being set equal to zero, we obtain Eq. (15). The question of wheter 
the solution of Eq. (15) is single-valued, is considered under point 3.2. The solution 
of Eq. (15) defining the optimum transfer function of the system is given under 
point 3.3. Next, specific examples with input signals e(t)=e—’, x(t)=e(t—t,) and 
e(t)=1(t), x(t) =1(t—to) are discussed. 

In section 4, it is shown that the results presented in the previous sections can 
be applied to amplitude modulated signals by a translation of frequency. 

At last, the authors determine the characteristics of a system which distorts, to 
a minimum extent, a unit signal with E=const and whose frequency characteristic 
vanishes outside a defined frequency band. In the case of E=0, the optimum ampli- 
tude characteristic has a rectangular shape. It is shown that this shape can be ap- 
proximated to any desired accuracy with the help of the damping function (44). 
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J. SEIDLER 


O pojeciu miary nieokreSlonosci [entropiil 


Rekopis dostarczono 16. 12. 1955 


Entropia i miara ilosci informacji maja bezposrednie zastosowanie do 
charakterystyki systemow ziarnistych, gdy wymaga sie, aby prawdopodo- 
bienstwo btedow byto rowne zeru. Celem pracy jest ustalenie takich wla- 
snosci entropii, ktore pozwalatyby ja stosowaé jako charakterystyke syste- 
mow faktycznie ciagtych oraz systemow dopuszczajacych mate, ale skonczone 
prawdopodobienstwo bledéw. Wprowadzono ogélne pojecie liczbowej charak- 
terystyki systemu tak zwana miare rozrzutu. Wykazano, ze entropia ma 
sens takiej wtasnie wielkosci i ustalono jej powiazanie z innymi typowymi 
miarami rozrzutu. 


1. WSTEP 


Pojecia entropii zbioru sygnalow i miary ilosci informacji, wprowa- 
dzone do teorii telekomunikacji w pracy [10], maja stosunkowo prosty sens 


dla zbioréw ziarnistych sygnaléw. 


Gdy parametry okreslajace sygnat moga zmienia¢ sie w sposob ciagty, 
entropie, a priori i a posteriori obliczone w sposdb formalnie podobny jak 
dla rozktadow ziarnistych, pozwalaja uzyska¢ asymptotyczne wyrazenie 
dla ilosci sygnalow, ktodre moga by¢ bezbiednie przesytane. Aby zblizy¢ 
sie do takich warunkéw przesylania, trzeba przeprowadzi¢ kodowanie. 
Tym samym jednak system ciagly zostaje faktycznie Zastapiony systemem 
ziarnistym. Tymeczasem bardzo czesto w praktyce sa uzywane systemy 
nieskwantyzowane i weale do skwantyzowania nieprzewidziane. Nasuwa 
sie pytanie czy entropii mozna nadaé inna interpretacje, anizeli wielkosci 
opisujacej] potencjalne mozliwosci systemu w razie zakodowania, a tym 
samym uzywa¢ jej jako charakterystyki systemow faktycznie ciagtych. 

Wspomniana prosta interpretacja entropii zbior6w ziarnistych do- 
tyezy nierealnego przypadku, gdy dlugos¢ ciagdw sygnal6w wzrasta 
nieograniczenie, a prawdopodobienstwo biedow dazy do zera. W praktyce, 
szezegélnie tego drugiego warunku ani nie mozna, ani na ogot nie trzeba 
realizowaé. Wytania sie wiec inny problem, mianowicie czy entropia zbio- 
row ziarnistych moze by¢ uzyta jako praktyczna charakterystyka syste- 
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a 


mow poslugujacych sie sygnalami o skonczonej diugosci i dopuszczaja- 
cych skonczone prawdopodobienstwo bledow. 

Zanim rozpatrzymy te zagadnienia, zajmiemy sie ogolna analiza tele- 
komunikacji w obecnosci zaktécen. Postugiwaé sie bedziemy schematem 


przedstawionym na rys. 1. 


Obiekt 
przeznaczenta 
wiadomosci 


Zrodlo 
wiadomosci 


Zrodla 
znieksztalcen 
przypadkowych 


Rys. 1. Schemat systemu komunikacyjnego. 
1. wiadomosé, 2. sygnat nadany — 2, 3. sygnat odebrany — y, 4. syg- 
nat odtworzony x*(y). 


W czasie przesylania sygnaty ulegaja z zasady znieksztatceniom i od- 
tworzona na podstawie odebranego sygnatu wiadomos¢é rdézni sie na ogodt 
od wiadomosci nadanej. 

Znieksztatcenia sa ostatecznym czynnikiem ograniczajacym zasieg, na 
jaki mozna przekazywa¢ wiadomosci. Z punktu widzenia obiektu odbie- 
rajacego wiadomosci mozna wyr6ézni¢ dwa zasadnicze typy znieksztatcen: 

I. znieksztaicenia spowodowane przez czynniki w peini znane z punktu 
widzenia urzadzenia odbiorczego, 

II. znieksztatcenia spowodowane przez czynniki przypadkowe; znane- 
tylko regularnosci zjawisk masowych, ktore bedziemy nazywali wtasnos- 
ciami statystycznymi zaktocen. 

Jako przyktady znieksztatcen typu I przytoczymy: 

1) znane ostabienie sygnalu w trakcie przesylania, 

2) natozenie sie na sygnat innego przebiegu o znanym ksztalcie (na 
przyktad przydzwieku sieciowego). 

Przyktadami znieksztatcen typu II sa: 

1) znieksztalcenie spowodowane przypadkowymi wahaniami stanu 
jonosfery, 

2) nalozenie sie szumu, to jest przebiegu, kt6rego dokladnie z punktu 
widzenia odbiorczego nie znamy, ale znamy wtasnosci statystyezne, a wiec 
na przyktad: wartos¢. Seednia, Ssredni rozrzut kwadratowy. 

Korekcja znieksztatcen typu I, poza nierealnymi przypadkami, jest 
w zasadzie mozliwa. W podanych przykladach moze byé ona uzyskana 
przez zastosowanie odpowiedniego wzmacniacza lub ukladu kompensa- 
cyjnego. 

Obecnosé znieksztalcen typu II jest nieunikniona konsekwencjqa praw 
fizycznych. Zawsze obecne sq efekty fluktuacji termicznych. W wielu 
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zagadnieniach praktycznych istotna role odegraja znacznie silniejsze 
zaktocenia atmosferyczne, przemystowe lub:tez zaklécenia pochodzace od 
innych systemow komunikacyjnych. Znajomosé statystycznych wlasnosci | 
zakiocen pozwala na zmniejszenie ich wptywu, ale w zasadzie nigdy na 
ich catkowite wyeliminowanie. Pojecie komunikacji musi byé poddane 
rewizji. Zamiast wiadomosci bezbtednie odtwarzanej przez odbiornik 
musimy sie zadowoli¢ wiadomoscia najbardziej pewnq w sensie tego czy 
innego kryterium. Kryteria te maja charakter obiektywny, przy czym 
bardzo czesto wiadomos¢ wysoce pewng mozna traktowaé.w praktyce jako 
faktycznie nadana. 

Podstawowym narzedziem do traktowania probleméw komunikacji 
w takim ujeciu jest rachunek prawdopodobienstwa. Teoria komunikacji 
staje sie wiec w zasadzie zagadnieniem statystyki matematycznej; ma 
jednak ona swoja specyfike. Z punktu widzenia urzadzenia odbiorczego 
sygnalty nadawane trzeba traktowac jako przypadkowe. Doktadniejsza 
analiza struktury i wiasnoSci zrédia wiadomosci pozwala na ustalenie 
statystycznych wtasnosci nadawanych wiadomosci. Gdy analiza taka nie 
zostata przeprowadzona lub jest zbyt skomplikowana, wtasnosci staty- 
styezne mozna ustali¢ doSwiadczalnie. Ostatecznie, w przeciwienstwie do 
wielu zagadnien statystyki, w przypadku komunikacji moga by¢ wyraznie 
ustalone prawa rozktadu a priori. 

Druga cecha charakterystyczna, na kt6ra zwrécimy uwage, jest spe- 
evficzna budowa wiadomosci i sygnaléw. Bardzo czesto wiadomosci lub 
sygnaty maja strukture ciggé6w zbudowanych z elementarnych sktadnikéw. 
Jako typowy przyktad takich wiadomosci podamy drukowane teksty, ktére 
sa ciagami liter. ; 

Z kolei przystapimy do sprecyzowania pojecia komunikacji w obecno- | 
Sci przypadkowych znieksztatcen oraz okreSlimy miare stopnia pewnosci 
odtworzonej wiadomosci. 


2. CHARAKTERYSTYKI LICZBOWE SYSTEMOW KOMUNIKACYJNYCH 


Zajmiemy sie wpierw miara liczbowa znieksztatcen. Jezeli w konkret- 
nych przypadkach wzia¢ pod uwage sposdb, w jaki obiekt dla ktérego 
sa przeznaczone wiadomosci reaguje na otrzymywane wiadomosci, jak 
je wykorzystuje, to na ogét udaje sie wprowadzi¢ liczbowa miare znie- 
ksztalcen. Mozna geometrycznie zapatrywa¢ sie na niq jako na miare 
odlegtosci sygnatow i zadac, aby wielkoSé ta posiadata dodatkowo wilasno- 
Sci miary odlegtosci. 

Oto kilka przyktadow miary znieksztalcen. 

1. Dla ciagéw liter o ustalonej dtugosci jako miare zniekszta!cenia 
mozna przyja¢ liczbe rézniacych sie w obu ciagach liter. 
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2. Dla przebiegéw ciaglych o okreslonym ezasie trwania miare odleg- 
toSci dwoch sygnaléw 2, (t) , x, (t) obserwowanych w przedziale <2 => 
Py Or Ga aa) nak, ad) (1) 
his ti -T, T > 
Miara ta jest szczegélnie dogodna, gdy przebiegi sq obserwowane na ekra- 

nach lamp oscylograficznych. 
| 3. Dla wiadomosci takiego samego typu jak w przyktadzie poprzednim 
“moze by¢ dogodna miara 


ie 
o(x,, ==|/ d( [x,(t)—2,(t)]?dt. (2) 


Pomimo, ze w wielu przypadkach odbiega ona od naturalnej dla danego 
obiektu przeznaczenia wiadomosci miary znieksztatcen, bywa ona czesto 
stosowana ze wzgledu na prostote rachunkowa. 

Z kolei omowimy bardzo wazne pojecie miary pojemnosci czyli obje- 
toSci zbioru sygnalow. 

Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy zbior uzywanych sygnatow 
jest skonczony; jako przyklad mozemy wziaé alfabet, z ktorego budujemy 
wyrazy. Bardzo naturalna charakterystyka kazdego podzbioru jest jego 
liczebnosé. Zwrdémy od razu uwage na to, ze wielkos¢ ta ma wilasnosci 
miary zbioru w sensie matematycznym, to znaczy jest ona addytywna 
funkcja zbioru. Jezeli bedziemy rozpatrywali ciagi zbudowane z n ele- 
mentarnych sygnattw omawianego typu, to zbidér tych ciagow jest znow 
zbiorem skonezonym i podzbiory mozemy charakteryzowa¢ za pomoca 
ich liczebnosci. 

Z drugiej strony, ciagi zbudowane z n-element6w dogodnie jest 
przedstawia¢ jako punkty przestrzeni n-wymiarowej iloczynéw Karte- 
zjanskich. W takiej przestrzeni na ogo! definiujemy miare objetosgci jako 
iloczyn miar objetosci okreslonych dla podprzestrzeni odpowiadajacych 
poszezegolnym wspdirzednym. Jest to uogdlnienie typowego postepowa- 
nia: powierzchnie prostokata okreglamy jako iloczyn diugosci bokow, 
objetos¢ prostopadtoscianu jako iloczyn dtugosci krawedzi itd. Miara 
objetosci danego podzbioru ciagéw, okreSlona w taki wlasnie sposdb, 
pokrywa sie z miara objetosci zdefiniowana poprzednio. 

Przechodzac do zbioréw ciagtych, dla ktérych z zasady wprowadzona 
jest miara odlegtosci, zaczniemy od najprostszego przypadku, gdy sygnaly 
-mozna przestawi¢ jako punkty na prostej. Dla przyktadu podamy impul- 
sowa modulacje amplitudy, gdzie sygnatom sa przyporzadkowywane 
impulsy o tej] samej szerokosci, lecz 0 réznych wysokoSciach. Interesujace 
nas podzbiory beda z zasady odcinkami i jest rzeczq naturalna jako miare 
objetosci odcinka przyja¢ jego dlugos¢. Bedzie to zarazem najwieksza 
odlegiosé pomiedzy dwoma sygnatami nalezacymi do podzbioru, ezyli 
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tak zwana Srednica podzbioru. W podanym przyktadzie modulacji impul- 
sowej wielkos¢ ta ma sens szczytowej amplitudy, a wiec jest bardzo 
waznq charakterystyka techniczna. 

Dla dodatkowego uzasadnienia podanej definicji objetosci podzbioréw 
na proste}] mozna sie odwola¢ do rozpatrzonego poprzednio przypadku 
Ziarnistego. | 

Czulosé konkretnego obiektu odbierajacego wiadomosci ciaglte jest 
z zasady skonczona. Oznacza to, ze dwie wiadomosci bardzo mato odlegte 
od siebie nie moga by¢ rozrdznione. Dolna granice progu rozréznialnosci 
wyznaczaja efekty kwantowe i wahania zwiazane z fluktuacjami termi- 
cznymi wewnatrz obiektu odbierajacego wiadomosci. W praktyce granica 
ta lezy znacznie wyzej i okreSlona jest na przyktad przez tarcie (w przy- 
padku urzadzen mechanicznych), nieostros¢ plamki (w przypadku lamp 
oscylograficznych) itd. Jezeli czutos¢ jest stala w calym zakresie, diugos¢ 
odcinka bedzie proporcjonalna do liczebnosci zbioru rozréznialnych syg- 
nalow. 

Dla zbiorédw ciag6w zbudowanych z elementarnych sygnaléw jedno- 
wymiarowymch objetosé okreslimy podobnie jak w przypadku ziarnistym, 
to jest jako miare iloczynowa w odpowiedniej przestrzeni wielowymia- 
rowe}j. 

Przejdzmy wreszcie do wiasciwego zagadnienia komunikacji. 

Wskutek obecnosci przypadkowych znieksztaitcen po odbiorze sygnatu 
y mozna podaé jedynie prawo rozktadu prawdopodobienstwa (badz gestosci 
prawdopodobienstwa) sygnaiéw nadawanych x—p (x|y). Taka koncepceja 
jest konsekwentnie analizowana w pracy [13]. W praktyce wymaga sie 
jednak, aby zostat okreSlony jakiS sygnal przypuszczalny; bedziemy 
go dalej oznaczali jako x*(y). Aby takie postepowanie miato w ogole 
sens, trzeba aby zbidr sygnattw o duzym prawdopodobienstwie wa- 
runkowym byt dostatecznie skupiony dookola pewnej wartosci. Bardzo 
ogéIna miare skupienia otrzymamy wprowadzajac funkcje wagowa h(o), 
gdzie o(x,,x,) jest funkcja pary sygnaléw (w wielu przypadkach bedzie 
ona-miata bezposrednio sens miary znieksztatcen). Miare skupienia dookola 
x*(y) zdefiniujemy jako 


E hlo(z,x*)], (3) 
xX | 4 
gdzie 
E — oznacza uSsrednienie na zbiédr X sygnaléw nadawanych zx, gdy 
Xly 


znany jest sygnat odebrany y. 
Rozpatrzmy dwa przypadki, gdy zbidr sygnalow nadawanych X jest 
zbiorem, dla kté6rego w sposdéb naturalny mozna okresli¢ miare odlegtosci 


o(x, , 2.2): 
1. zaktadajac h(e)=e? otrzymujemy kryterium Sredniego rozrzutu 


| kwadratowego; 


~~ 
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2. zaktadajac h(o)=0, - gdy <o@< 6. i h(o)=1, gdy 026; jako 
miare rozrzutu otrzymujemy Plo(x, x*)> ly]. 
Przyklad drugi nasuwa bardzo wazne uogolnienie. Rozrzut okreslony 


jest wlasciwie za pomoca dwoch liczb: promienia kuli 6 dookola sygnalu 


x* i prawdopodobienstwa zbioru mozliwych sygnatow lezacych poza ta 
kula. Zamiast kuli mozemy wprowadzi¢ dowolny zbidr A, i rozrzut cha- 
rakteryzowac za pomoca dwoch wielkosci: 

1) miary pojemnosci zbioru yAy, 

2) miary prawdopodobienstwa (xe Ay|y). 

Jak pokazano poprzednio, miara pojemnosci podzbior6w moze byé 
wprowadzona w sposdb naturalny. Zwrdédémy uwage na to, ze w tym 
ogélnym ujeciu nie podajemy wlaSciwie przypuszczalnego sygnalu, ale 
zamiast niego przypuszezalny zbidr A,. OczywiSscie, jezeli obie miary sa 
dostatecznie mate, jest to odpowiedz w pelni uzyteczna. 

Dotychezas rozpatrywano okreSlony sygnal odebrany y. Dla pelnej 
charakterystyki systemu nalezy rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe sygnaty 
y. Operujac pojeciem wielkosci Sredniej, wprowadzimy jako charaktery- 
styke systemu wielkosé ) 


E E hfo(x, x*(y))]. (4) 
Y Xly 
-‘Zauwazmy, ze zamiast wielkosci Ssrednie] mozna wprowadzi¢ wartosé 
maxE hfo(x, x*(y))]. (5) 
Wen sealtay, 


Podane poprzednio przyktady prowadzqa do typowych charakterystyk 
systeméw komunikacyjnych; na przyklad w przypadku, gdy sygnaly sa 
realizacjami procesu stacjonarnego, a 


[ac,(t)—x,(t)/?dt (6) 


a(ni7 aa lim Vs = J 
otrzymujemy kryterium Kotmogorowa- Silane (12); 

Po ustaleniu odpowiedniego kryterium dla charakterystyki danego 
systemu komunikacyjnego, wytania sie zagadnienie optymalnej metody 
wyboru przypuszczalnego sygnatu x*(y) na podstawie sygnalu odebra- 
nego y. Jest to zagadnienie bardzo istotne, silnie wiazace sie z zasadni- 
czymi problemami statystyki matematycznej. W pracy tej zajmowac sie 
nim nie bedziemy. 


3. MIARA NIEOKRESLONOSCI I MIARA ILOSCI INFORMACJI 


W pracy [10] zostato wprowadzone podstawowe pojecie entropii i miary 
ilosci informacji. Punktem wyjscia bylty rozwazania dotyczace zbioréw 
ziarnistych. Podane dla nich definicje w drugiej czesci pracy zostaly prze- 
niesione mechanicznie na przypadek zbioréw ciagltych. Wydaje sie, ze na 
skutek tego ulegly zatarciu wazne aspekty tych pojeé. 
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W pracy tej sprébujemy koisekwentnie zastosowaé wnioski wyply- . 
wajace z analizy komunikacji w obecnosci przypadkowych znieksztatcen 
przeprowadzonej w rozdziale poprzednim. Podstawowa koncepcja jest 
traktowanie entropii, kt6ra w dalszym ciagu bedziemy nazywali miara 
nieokreslonoSci, jako specyficznej miary rozrzutu. Wyprowadzimy 
kilka twierdzen, ktore beda to uzasadniaty. Dalszqa konsekwencja tego 
ujecia jest proba powiazania miary nieokreslonosci z innymi miarami 
rozrzutu. 

Zajmiemy sie w zasadzie zbiorami ciagtymi, a zbiory ziarniste, dla 
ktorych zreszta pojecie entropii i ilosci informacji zostato doktadnie prze- 
analizowane, zwiaszcza w pracach [3] i [9], bedziemy traktowali jako przy- 
padek specjalny: 

Przede wszystkim zwrd¢my uwage na to, ze prawdopodobienstwo jest 
w zasadzie funkcja zbioru, a nie punktu. Z miara prawdopodobienstwa 
zbioru A—P(A) mozna zwiazac funkcje punktu, a mianowicie gestosé 
prawdopodobienstwa p(x). W tym celu trzeba wprowadzi¢ druga miare, 
ktora ma sens miary objetosci; bedziemy ja oznaczali przez —y. Zaklada- 
jac, ze obie miary speiniaja pewne bardzo ogélne warunki ([2] rozdz. 39), 
dla dowolnego zbioru A. mamy 


P(A)= | p(a) dy, (7) 


co formalnie mozna napisac w postaci 


p(a)= : (8) 
dy 

Jezeli w przypadku ziarnistym za miare objetosci przyjaé¢ liczebnos¢ 
zbioru, gestosé¢ wzgledem tej miary jest r6wna liczbowo prawdopodo- 
bienstwu. 

Gdy dany sygnat mozna traktowa¢ jako ciag sygnalow elementarnych, 
to dla ustalenia zaleznosSci pomiedzy wiasnosciami statystycznymi calego 
ciagu a wiasnosciami sktadniké6w elementarnych, wydaje sie naturalne 
wprowadzenie wielkosci, kt6ra miataby wiasnosci addytywne ze wzgledu 
na dotaczanie dodatkowych sygnalé6w elementarnych. Wielkos¢ te na- 
zwiemy miara nieokreslonoSci i bedziemy oznaczali przez 


H(x|y), 


gdzie 
ax — jest sygnatem nadanym 
y — odebranym. 


Okreslimy ja przez aksjomaty: 
I. H(x|y) zalezy tylko od gestosci prawdopodobienstwa p(x|y), 
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II. jezeli przez x,;,y,i2,,Y, oznaczymy dwie pary sygnaitow nadanych . 
i odebranych, przez (x,, x.) —sygnat zlozony z pary sygnaléw 2, ,X_ i jezeli 
zachodzi 


pla: x2) | (yr  y2)I=ples |y1)- Pe | Yo) ; (9) 
ezyli sygnaly x,i2, sa warunkowo niezalezne, to 
H [(x,, £2) |(y1, Yo =H (@, | ys) +H (x, | Yo)» (10) 


Zwrotmy od razu uwage, ze wielkos¢ ta w istotny sposdb zalezy od 
miary objetosci, w stosunku do ktérej obliczamy gestose. 

Z prostych rozwazan wynika, ze jedyna (poza funkcjami bardzo nie- 
regularnymi nie wchodzacymi w gre ze wzgledéw praktycznych) funkcja 
spetniajacq aksjomaty jest funkcja 


H (x/| y)=— logy p(x). (11) 

Gdy miara y jest wielkoscia bezwymiarowa, wybor statej jest sprawa 

jednostek. Ustalajac b=2 przyjmujemy stosowana w technice jednostke 
bit“. W dalszym ciagu bedziemy pisali 


H (x |y)=—logp(x|y), (12) 
majac na mySsli dowolna zasade logarytmow, kto6ra w razie potrzeby 
. bedziemy explicite zaznaczali. 

Przejdzmy z kolei do pojecia miary ilosci informacji. Traktujac mozli- 
wos¢ zmiany prawa a priori p(x) na prawo a posteriori p(x|y) jako jedyna 
informacje otrzymana przez odbidr sygnatu y, wprowadzi¢ mozemy po- 
jecie miary ilosci informacji. Zadajac, aby wielkos¢ ta byla addytywna ze 
wzgledu na dolaczanie dodatkowych elementéw ciagu, naturalne bedzie 
wprowadzenie nastepujacych aksjomatow: 

I. Miara iloSci informacji o sygnale x uzyskana dzieki odbiorowi 
sygnatu y—I(x|y) zalezy tylko od 


pia) inlet yy. 


Il. Gdy p(x|y)=p(x) I(x] y)=0 
III. Gdy zachodzi 


pl(x, , 2)]= p(x) - p(xe) , (13) 


rm pl(x, , x2) | Y1, Yd =P(x, | ys) p(y Yo); (14) 
I[(ay Xa) | (ys 5 2)] =1(xy | ys) +1 (aq | Yo). (15) 


Podobna, aczkolwiek bardziej skomplikowana aksjomatyka podana byla 
w pracy [13]. Podobne tu aksjomaty okreslaja jednoznacznie sa ka ilosci 
informacji 


p(e|y) 


I(x} y)=1 
| y)= log va 


(16) 
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Wielkosé ta pozostaje w zwiazku z miara nieokreslonosci odpowiadajacym 
ich intuicyjnemu sensowi. Miara informacji r6wna jest réznicy miar nie- 
okreslonosci przed i po odbiorze sygnatu. 

Oznaczajac przez Px|, miare prawdopodobienstwa warunkowego przy 
danym y, przez y—dowolna miare objetosci, otrzymamy © 


dPxiy_ GPxiy/dy _ plx|y) (17) 
dPx dPx/dy p(x) 


Z wyrazenia tego rowniez wida¢, ze miara ilosci informacji nie zalezy od 
wyboru miary objetosci. 

Miare ilosci informacji mozna traktowa¢é jako szczegélny przypadek 
miary nieokreslonosci. Objetos¢ y, wzgledem ktdorej obliczamy gestosé - 
prawdopodobienstwa warunkowego, jest w zasadzie dowolng miara 
i mozna przyja¢, ze jest to miara prawdopodobienstwa a priori Pz. 

Z drugiej strony w rozdziale poprzednim pokazano, ze gdy sygnaty sq 
ciagami sygnalow elementarnych, naturalne jest, aby miara objetosci byta 
okreslona jako miara iloczynowa. W przypadku przestrzeni nieskonczenie- 
wielowymiarowych, ktérych wprowadzenie jest nieuniknione, gdy sie roz- 
patruje procesy stochastyczne, trzeba aby miara objetosci catej przestrzeni 
byta réwna jednosci. Mozna wiec interpretowac¢ ja jako miare prawdopo- 
dobienstwa, a miare nieokreslonosci jako specyficzna miare ilosci infor- 
macji. 

Zajmijmy sie Srednia miara nieokreslonosci, kt6érq oznaczymy jako 


e H(x| y)=H(X|y). (18) 
Xly 


Wielkosé ta jest identyezna z wprowadzong w pracy [10] entropia. Jak 
sie nalezy spodziewaé z aksjomatéw, jest ona zwiazana z pewnymi wia- 
snosciami diugich ciagéw sygnaltow. Zwiazki te oméwimy krdétko w roz- 
dziale 6. 

Obecnie przystapimy do przeanalizowania witasnosci miary nieokreslo- 
nosci ze wzgledu na operacje dokonywane nad sygnatem odebranym 
i nadanym. 


4. WEASNOSCI SREDNIEJ MIARY NIEOKRESLONOSCI 


Bardzo uzyteczne w dalszym ciagu jest nastepujace twierdzenie [6]: 


Twierdzenie 1 

Niech P, iP, beda dwiema miarami prawdopodobienstwa, y zaS miarg 
objetosci, p,(x) i p.(x) niech beda gestosciami miar P, iP, wzgledem miary - 
y. Mamy wowczas 


f [—10g p,(x)] p(x) dy < f [— log pa(a)] p,(a) dy. (19) 


x 
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Znak réwnosci zachodzi tylko wtedy, gdy prawie wszedzie wzgledem y 


pi(x) = p2(zx) . 
Sens tego twierdzenia jest nastepujacy. 

Jezeli zatozy¢ jakieS prawo rozkladu i na podstawie dostatecznie do- 
kiadanych pomiaréw (takich, aby czestosci wystepowania byty dostatecz- 
nie bliskie prawdopodobienstwom) obliczyé srednia miare nieokreslonosci, 
to wielkos¢ minimalna uzyska sie zaktadajac prawo prawdziwe. 

Udowodnimy zasadnicze twierdzenie, kt6re mierze nieokreslonosci na- 
daje charakter wielkoéci mierzacej nieodwracalny wplyw przypadkowych 
znieksztalcen, niedajacych sie usunaé przez operacje ze strony urzadzenia 
odbiorczego. 

Twierdzenie 2. 

Jezeli sygnal odebrany zostaje poddany operacji T, to Srednia miara 
nieokreslonosci, liczona na podstawie sygnalu przeksztalconego y’=Ty jest 
niemniejsza niz obliczona na podstawie sygnalu y: 


f{ [—log ple] y)]dPxiydPy < { fl-logp'@|ydPxiydPy: (20) 
YXly y’xX|y’ 


Oznaczamy tu przez 


Px|y,Px|y — mMiary prawdopodobienstw warunkowych przy zna- 
| nym y lub y, 
p(x|y),p(x\y’) — gestoSci prawdopodobienstw wzgledem miary obje- 
tosci y, / 
Py,Py: — miary prawdopodobienstw w przestrzeniach Y i Y’, 
przy ezym Py okreslamy jako 


Py: =T-'Py. 


Oznacza to, ze miara zbioru B’ sygnaléw y’ jest r6wna mierze zbioru B 


wszystkich sygnaléw y, ktore sq przez transformacje T przeksztatcone 
w elementy zbioru B’. 


Dowdod 
Sredniq miare nieokreslonosci liczona na podstawie znajomosci syg- 
natu y’ zapiszmy w postaci 


J l-log p'@|y) dPxxv, (21) 


xXx yY’ 


przy czym Px xy jest miara w przestrzeni punktéw (x, y’) zdefiniowana 
wzorem 


dPx xy: =dPxjyxdPy. (22) 


Jezeli analogicznie okreslimy miare Pxxy, to zachodzi rownanie 


Pxxy =TPx xy. (23) 


Q 
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Na mocy twierdzenia 0 zmianie zmiennych (({2] — rozdz. 39) 


ff [— log p (x| y)] dPxxy' = 3 [— log p (x | Ty)]dPxxy. (24) 
x yt XxX Y 
Zakonezenie dowodu wynika z zaleznosci (19). 

Biorac jako y prawdopodobienstwo a priori, otrzymujemy analogicznie 
twierdzenie o zmniejszeniu miary ilosci informacji. 

Z kolei zajmiemy sie wplywem operacji dokonywanych w urzadzeniu 
nadawezym na miare nieokreslonosci a priori. Jest intuicyjnie zrozumiale, 
ze operacje te moga ja w istotny sposdb zmieniaé, nawet jezeli sa to 
operacje jednoznacznie odwracalne. Zasadnicza rzecza jest to, w jaki 
sposob zostaje zdefiniowana miara objetosci przestrzeni sygnaltéw prze- 
ksztatconych. Rozpatrzmy typowe przyktady. 

Jezeli operacja polega po prostu na k-krotnym wzmocnieniu, czyli 

Stheceh sh (25) 
przy czym zdolnos¢ rozrdzniania sygnatow Ax przez obiekt przeznaczenia 
wiadomosci pozostaje bez zmian, to naturalne jest, ze miare objetosci 7’ 
w przestrzeni X’ okreslimy wzorem 

y (dx')=ky(dzx) . (26) 

Postepowanie to mozna rozciagna¢ na przypadek, gdy sygnaty sa cig- 
giem sygnaiéw elementarnych i kazdy z wyrazéw ciagu jest przeksztat- 
cony wedtug tej zasady. Do tego typu operacji mozna sprowadzi¢ prze- 
sytanie sygnatu przez filtr liniowy. Latwo obliczy¢, ze zmiana miary nie- 
okreSlonosci wynosi 


1 

- P(f) |? 2 

malt log | (f) Pdf, (27) 
9 Af 


gdzie 
@(f) — jest funkcja przenoszenia filtru, 
Af — wstega zajeta przez sygnal. 
Jako drugi przyktad rozpatrzymy bardzo typowa operacje zwang 
kwantyzacja. 
Zalozmy, ze sygnal x moze by¢ przedstawiony w postaci (x, ,x,). Niech 
x’ =Tx=x,; przez y, i ygoznaczymy miary objetosci w przestrzeniach 
X,iX,.Jako miare objetosci w przestrzeni X przyjmiemy y=7, * 72, jako 
za$ miare objetosci w przestrzeni X’ przyjmujemy7’=y,.Typowa ilu- 
stracja moze byé przypadek zbioréw ziarnistych, gdzie wszystkie te 
miary sa liczebnosciami. Mamy wiec 
[—log p(x, , x5)| pl(ay , x2)] dy; < dye= 
X=X,X X; 


= [[—log p(x.) pe) dy, + f ple) dys f[—log plws| a) plea|x:)dyz. (28) 


Xi 
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Jezeli drugi czton jest wiekszy od 2 zera, to 


“iebegt ae dy > {log ve Ie) ay (29) |} 


Nieréwnosé ta jest rozszerzeniem twierdzenia Shannona ([ [10] rozdz. 8) dla | 
zbioréw ziarnistych. 
Poprzednio podane przyktady operacji nie zmienialty w istotny spo- 
sob struktury sygnalow. W przyktadzie pierwszym w zasadzie nie ulegala |} 
zmianie zajeta wstega, w przykladzie drugim uzywane sq takie same sy- 
gnaly elementarne. Jako trzeci przyklad podamy operacje zmieniajqca | 
catkowicie strukture sygnaléw (na przyktad modulacja czestotliwosci). 
Mozna uzna¢, ze w takim przypadku zdolnos¢ rozrézniania przez urza- | 
dzenie odbiorcze sygnaléw przeksztatconych zostaje zmieniona, natomiast 
nie zmienia sie zdolnosé rozrézniania sygnal6w odtworzonych, podawa- 
nych do obiektu przeznaczenia wiadomosci. W takim przypadku naturalne 
jest zdefiniowanie pojecia miary objetosci w zbiorze sygnaléw przeksztal- 
conych X’: jako 
| 1 eae 

(oznacza to, ze objetos¢ podzbioru A’ sygnaléw x’ definiujemy jako obje- 
tos¢ zbioru A wszystkich sygnaléw x’, kt6re przez transformacje T zostaja | 
przeksztatcone w elementy zbioru A’). Latwo spostrzec, ze zalozenia sa 
analogiczne jak w twierdzeniu (20), a wiec 


J {-1og p(@)] p (x) dy <f [— log p(w) p(x’) dy’. (30) 
xX x! 


Warto zauwazyé, ze jest to nieréwnosé przeciwna anizeli nier6wnosé (29), 
a wiec przeciwna anizeli klasyezna nieréwnos¢ Shannona dla zbioréw ziar- 
-nistych. 


5. ZWIAZKI POMIEDZY MIARA NIEOKRESLONOSCI 
A SREDNIM ROZRZUTEM KWADRATOWYM 


Przystapimy wpierw do okreslenia zwiazku pomiedzy érednia miara 
nieokreslonosci a Srednim rozrzutem kwadratowym. 
Obliczymy minimum rozrzutu 


o°= fo (x, x*(y’)] p(x| y') dy (31) 
x 
przy pobocznych warunkach 


fl-logp(x| y')] p(w| y’) dy=H(X| y’)= const , (32) 


xX 


Cee ar=t, (33) 


4 
; 
’ 
: 
: 


pea oe 
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_ gdzie 
x — jest sygnalem nadanym, 
y — przeksztalconym sygnatem odebranym. 
x*(y’) — przypuszezalnym sygnatem nadanym. 


Proste obliczenie daje posta¢ funkcji ekstremalizujacej 
p(x|y)=c, exp[—c.¢7 (x, x*(y’))]. (34) 


Z zaleznosci (32) i (33) mozna wyznaczyé state c, ic, i okreslié war- 
tos¢ ekstremalna o* jako funkcje H. Otrzymany wynik jest bardzo ogélny, 
gdyz miara nieokreslonosci H jest liczona wzgledem dowolnej miary obje- 
tosci; w szczegdlnosci odnosi sie on do miary ilosci informaciji. 

Rozpatrzmy przykiad, w ktorym state c, ic, daja sie tatwo wyzna- 
ezy¢. Niech sygnat x bedzie punktem przestrzeni n — wymiarowej: 


x=(oj, Xa,-.. Ln): (35) 
Miare odlegtosci okreslamy jako 
oe, z= Yay (x, — 27) (z)—2), (36) 
ij 
przy czym, azeby wielkoSé ta miata charakter odlegtosci, bedziemy zadali, 
aby macierz 
|| aig | 
byta dodatnio okreslona. Miare objetosci definiujemy wzorem 
Sh ah fs SROs & OMe Ben Go) 


Rozktad minimalizujacy ! ma postac . 


p(x|y')=c,.exp eee Pet ee (=,—29)| : (38) 


ai 


Z warunku (33) okreslamy 


pe (39) 
(27) 2 
Obliczamy 
ste 
H (X | y’)= log (22e)"| coma | 2, (40) 
stad wyznaczamy 
es 2H(X|y 
ED elie wiizexp ly: , (41) 
Cy 27e n 


1 Bardziej doktadny rachunek wykazuje, iz wystepuje tu minimum. 
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Obliczamy wreszcie 

1 : 
Cao 07 (x, xt)\ a ef 2 es a) (a, aks Ve ep|—>o OPH oh 
Xly! 7 


2H(X|y) 
n 


P n L 
au, ) ca GD eae OF ai see | aij |n exp (42) 


Dla dowolnego rozkitadu zatem 


2 ! Y 
ee (x, x* (y’)) 2 | oyj|nexp— H(X| (43) 
2.e 
po usrednieniu na zbiér Y’ 
n ie 2 tie, 
E o®[z, 2*(y>—-| ay |x E exp Fuses v)| (44) 
xl 2me si n 
ale 
| 2 Zz 
AEE 5 H(X|y!) EH(X|y), (45) 
x n NY 


przy czym nieréwnoésé pierwsza zachodzi, gdyz e* jest funkcja wklesla, 
a nier6wnos¢ druga wynika z monotonicznosci tej funkcji i twierdze- 
nia (20). Ostatecznie 

| Oij E * / * r SS n 
iE ae (x, — 2; (y)] [x,— x; (y)] ae, 


ee 
| aaj | og 


2 BH(X|y). (46) 
Nn YY 


Twierdzenie to odgrywa role analogiczna jak twierdzenie Rao-Cramera 
({4], rozdz. 10) z tym, ze wystepuja tu wartosci Srednie. 

Szacowanie opiera sie na znajomosci jednej charakterystyki liczbo- 
wej—miary nieokreslonoSci. Jezeli znane sa doktadniejsze dane, 
mozna uzyska¢ szacowanie silniejsze. Zalozmy, ze wspdlrzedne 2; sa nie- 
zalezne od siebie i znane sq ich miary nieokreslonosci. Jako miare odle- 
glosci przyjmiemy 

g(2',2") = Sa, (4-2), (47) 
i 
przy czym 
Ai 20. 


Dla kazdej ze wspdirzednych bedzie mozna zastosowac¢ nierOwnosé (46) 


t ° 1 ., 
E [x,— x? (y’')? > — exp 2EH(X;j|y). (48) 
[ 2me Y 


xy» ay 
Ostatecznie mamy 


; 1 
E 0? (x, x*(y)] > — Say exp 2EH (Xi | y). (49) 
X,Y’ 27e F Y 


q 
Pa 


Se a + 
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NierOwnosé (46) daje wartos¢ granicy dolnej 


yal | 
Bee 2 s + (@H(%,|y) + In aw), (50) 
27e —/ 2 ¥ 


gdyz 
EH (X|y)= YEH (Xi). (51) 
ey 


Poniewaz e* jest funkcja wklesta, przeto 


ey: 
a exp 2 ; J gH (X;i|y)+1n | <5 \ — exp [2EH(X;|y)+ In ay]= 
ame fees 2 MC seed N Y 


i 


1 
SS aj; eX 2EH Ly c 52 
=o) x p2E. aly) (52) 


Tak wiec nierOwnos¢é (49) otrzymana przy dodatkowych zatozeniach jest 
ostrzejsza, anizeli nierOwnosé (46). 

Podamy wpierw obliczenie dolnej granicy btedu dla szczegdlnie pro- 
stego przypadku. Niech 2; oraz odpowiadajace zaklécenie z; maja roz- 
ktady normalne o rozrzutach oz(i) i oz (i). Srednia miare nieokreslonosci 
tatwo obliczyé jako 3 
0%, (2) - 02 (2) 


1 
H(X;| 1)= — lo 27e : (53) 
ere Sag eta | 
gdzie yi=xi+2%. Dolna granica btedu wynosi 
a%. (¢) - 02 (i) 
ue exp 2H (%; | Yi) ao (54) 


one 02 (i) + 02(i) 


Rozpatrzmy z kolei nastepujace zagadnienie. Niech sygnai i addytywne 
zakl6cenia maja strukture realizacji procesO6w stacjonarnych X(t) i Z(t). 
Na podstawie odebranego sygnatu y(t)=2x(t)+z(t) zostaje podany przy- 
puszcezalny sygnal x*(t). Jezeli jako kryterium przyja¢ wielkos¢ sredniego 
btedu kwadratowego 

i 
ee [ E[x*(t)—x(t—Ad}? dt, | (55) 
De eZ, 
ooh 
gdzie At jest opdznieniem estymacji, i zalozy¢, ze operacja obliczania x*(t) 
na podstawie znajomosci sygnalu odebranego jest liniowa, otrzymuje sie 
problematyke Kolmogorowa— Wienera (przykiady rozwiazania tego za- 
gadnienia w pracach [5] i [12]). Sprébujemy oceni¢ czy mozliwe jest 
zmniejszenie sredniego bledu kwadratowego przez rozszerzenie klasy do- 


miss RARE cys ogo sae ti 1} 
* et aie We 5 " ie ie AY 
“le AEE ee Ase ee ne 
a ” A , ny ee 
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a = Tees — 


puszezalnych operacji. Dopuscimy klase operacji obliczania przypuszczal- 
nego sygnalu x*(t) na podstawie odebranego y(t) taka, ze proces X*(t) jest 
stacjonarny. 
_ Dla okreslenia Geaniees biedu kwadratowego wystarcza w przypadku 
_ operacji liniowych znajomosé funkcji korelacji, lub, co jest rownowazne, 
widma mocy, natomiast do obliczenia miary nieokreslonosci potrzebna 
jest pema znajomosé wlasnosci statystyeznych procesu. Jezeli znana 
jest tylko funkcja korelacji (jak to najczesciej ma miejsce w praktyce) 
naturalne jest wybranie sposréd wszystkich proceséw o tej samej funkcji 
; korelacji, procesu, ktéry jest przez funkcje jednoznacznie okreslony. Takim 
F procesem jest proces normalny. Dlatego w dalszym ciagu ograniczymy 
" sie do proces6w normalnych. Skorzystamy z przedstawienia spektral- 
nego ([5] rozdz. 9). 


X(t)= J [cos wtd U® (cv) + [sin otd U2’ (0), . (56) 
0 


gdzie Uf (w) i U2 (wm) sa procesami normalnymi nawzajem_niekorelo- 
wanymi o niekorelowanych przyrostach. Zachodzi tu 


B[AUY (o) =B[AU2 (oP == a8, (0), | (57) 
IU 


przy czym Sx(@) jest widmem mocy procesu. Dla uproszczenia bedziemy 
zaktadali, iz istnieje gestoSc widmowa mocy Sx(), a zatem 


dSxz(w)=Sx(o) do . (58) 


Proces X*(t), estymator procesu X(t) , jest wedlug zatozenia procesem 
stacjonarnym, a wiec analogicznie mozemy go przedstawié w postaci 


X* (t)= = feos otdU? (w)+ sin otd U2 (w). (59) 
0 


pi Procesy uM i US mozemy traktowaé jako estymatory proces6w U® 
ch Da Stomuiac eae uzyskany dla poprzedniego przykladu — wz6r (54) — 
mamy 

Sz(@)S2(@) do 

Sx(@)+S,(@) 2x - 


irs (2 
E[dUz —dUzs)? > (60) 


Ale 


iy 


apaey | 
lim rake [ac* (t)— x (t— At) dt= lim wef? [ fooen ot [dUS—dU2]+ 


ent 
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oo co oo 


- il sin wt [dU@— ave) a ={ [due —aue P+ [ [du2—du? PS 
0 0 0 
ot beans aan : (61) 
Sx (@) + S2(@) 


Pordéwnajmy to wyrazenie z wyrazeniem na minimalny blad otrzymanym 
przez Wienera ([12] str. 88): 


Sx(@) + Sz(@) 


dwo+Y¥(A 62 
Oise 


{E[x*(t)—a(t— At) }min= a 


gdzie At jest opdznieniem filtru, Y (At) > 0 oraz Y(At)>0, gdy At>0. Tak 
wiec filtr optymalny z nieskonczonym czasem opéznienia daje minimum > 
absolutne btedu kwadratowego i nic lepszego nie da sie uzyska¢ za pomoca 
filtr6w nieliniowych. 

Otrzymany wynik mozna réwniez interpretowa¢ w nastepujacy sposob. 
Jak to zostalo omdwione w rozdziale 2, Scisle biorac, znajac sygnalt ode- 
brany y mozna podac jedynie prawo warunkowego rozktadu sygnaltéw 


nadanych. W przypadku filtru Wienera mozna uwaza¢, ze prawo to jest . 


prawem normalrym z wartoscia Sredniag rdwna sygnatowi na wyjsciu 
filtru i z rozrzutem rownym Sredniemu bledowi kwadratowemu filtru. 
Zgodnie z twierdzeniem (20) taka zmiana faktycznego prawa rozktadu 
przez inne prawo jest zwiazana ze zwiekszeniem miary nieokreSslonosci 
lub strata informacji. Z naszych rozwazan wynika, ze filtr optymalny z nie- 
skonezonym opdéznieniem takiej straty nie daje. Pociaga to za soba waznq 
konsekwencje, ktora.zreszta mozna sprawdzi¢ bezposrednio. Stosujac opty- 
malng kwantyzacje zbioru sygnaltéw nadawanych wediug metody podanej 
przez Shannona [10], mozna obliczyé Srednia moc zbioré6w sygnaléw ory- 
ginalnych, ktorym zostaje przyporzadkowany jeden i ten sam sygnalt 
kwantyzowany. Nazywana ona bywa moca szumu kwantyzacji 
i wyraza sie przez (obliczenia pomijamy) 


: epi Sz(@)*Szx(o) 
i legos GCa AERA A Aah 


Jak widaé ze wzoru (62) jest ona r6wna mocy bledu optymalnego filtru 
o nieskonczonym opdznieniu. 

Wielkosci te maja zupelnie inny sens. Pierwsza jest miara minimalnego 
biedu wprowadzonego Swiadomie w urzadzeniu nadawczym, aby potem 
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moc nieomal bezblednie przesyla¢ sygnat w obecnosci zaklocen: druga 


wielkogé jest miara bledu kwadratowego, ktory popeiniamy dokonujac || 


jak najskuteczniejszej operacji nad znieksztalconym, nieskwantyzowanym 
sygnalem odebranym. 

Na zakonczenie tych rozwazan zwrd¢my uwage na to, ze rozumowa- 
nie nasze dotyczylto proceséw normalnych. Gdy warunek ten nie jest 
spelniony, tatwo wykaza¢, ze przy takie] samej mocy Ssredniej procesu 
miara nieokresglonosci sygnatéw nadawanych jest mniejsza niz w przy- 
padku normalnym. Zatem dolna granica bledu bedzie mniejsza od granicy 
dla proces6w normalnych. Istnieje wiec mozliwos¢ uzyskania lepszych 
wynikow przez zastosowanie filtréw nieliniowych. Konieczne beda jednak 
doktadniejsze dane statystyczne o procesie, anizeli sama funkcja kore- 
lacji. 


6. ZWIAZKI POMIEDZY MIARA NIEOKRESLONOSCI 
A PRAWDOPODOBIENSTWEM BLEDOW 


Zajmiemy sie obecnie zwigzkiem pomiedzy miara nieokreslonosci 
i miara rozrzutu, okreslona jako wielkos¢ prawdopodobienstwa Pp; tego, 
ze sygnat nadany x lezy poza zbiorem A 0 objetosci— yA. Zwrécmy uwage 


na to, ze definicja ta obejmuje zar6wno przypadek ciagty jak i ziarnisty. 


W przypadku ogélnym prosty zwiazek zachodzi dla dtugich ciagow syg- 
nalow, przy zatozeniu, ze Pg,>0. Jest to w zasadzie znane twierdzenie 


_ Shannona ({11] rozdz. 21). 


-Twierdzenie 


Wezmy pod uwage przestrzen ciagow zbudowanych z n elementarnych 


hiezaleznych sygnaléw X,. Niech w przestrzeni X, wprowadzona bedzie 


miara objetosci y,. Miare objetosci w Xp zdefiniujemy jako [y,]”. Dla do- 
wolnego e > 016 >0mozna znalezé takie N, oraz dla kazdego n taki zbiér 
An, ze dla n>WN, bedzie 


lo A 
eh Se. HCH) | <3 oraz Pm=P(Xn—An)<e. (64) 


Twierdzenie to moze by¢ rozciagniete na ciagi o czlonach zaleznych, ktore 
obowigzuje prawo liczb wielkich, tak zwane ciagi ergodyezne. Jego zna- 
ezenie praktyczne nie jest wielkie ze wzgledu na podwé6jnie asymptotyezny 
charakter zaleznosci (n> oo , Pp,> 0). Réwniez mato uzyteczna jest jego 
dalsza formalna konsekwencja——twierdzenie o pojemnosgci kanatu [1]. 

Ustalimy z kolei zwiazek pomiedzy wielkosciami H,Pg:, yA dla sygnatu 
elementarnego. Zalozmy, ze rozktad prawdopodobienstwa p(x) jest’ taki, 


ze na zewnatrz zbioru X, 0 mierze objetosci skonczone}j mamy p(x)=0. 
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Stosujac metode rachunku wariacyjnego, jak dla szacowania minimal- 
nego btedu kwadratowego, otrzymujemy 


H= | [—log p(2)] p(x) dy + f{ [—log p(a)] p(x) dy < 


Xo-A 
1] a Pri Pp 
< (1— Pp) 5 log eared + Bp: logs— a os 
yA y (Xo— A) ; 
Proste przeksztatcenie daje 
x x 
Hmax— H 7 (1— Pp) log ae + Pp log ant — Ho (Pei) , (66) 
przy czym 

Hmax= log yXq (67) 


jest maksymalna miara nieokreSlonosci, kt6ra zostaje osiagnieta wowczas, 
gdy rozktad prawdopodobienstwa wewnatrz zbioru X, jest rowno- 
mierny. 


H,(Ps) = — Ps: log Pa: —(1— Per) log (1— Pai) (68) 
jest miara nieokreSlonosci, gdy wiadomo, ze sa dwie mozliwosci z prawdo- 
podobienstwami Pg: i 1—Per. Pat lmax 


Z wyrazenia (66) mozna uzyska¢ 
szacowanie maksymalnego prawdo- 
podobienstwa btedu, to jest jego naj- 
bardziej niekorzystnej wielkosci, gdy 


Leaner (69) 
y Xo 


Wyniki obliczen przedstawiono na *¥* rea eee eines 
rys. 2. Podano tam tylko mate war- od stosunku y A/yX,-. - 
toSci parametru Hmax —H, co odpo- 
wiada rozktadom zblizonym do rédwnomiernego; dla rozktadédw zna- 
eznie rdzniacych sie od niego, szacowanie traci sens. Na podstawie 
krzywych z rys. 2 mozna oceni¢ sprawnos¢ estymacji w_ konkret- 
nych przypadkach. 

Zwrdcmy wreszcie uwage na to, ze sposdb podawania przypuszczal- 
nego sygnatu jest rownowazny zastapieniu faktycznego prawa rozktadu, 
prawem rozktadu okreslonym wzorami: 


p(x)= = gdy «eA, | 
Pg 
pa. -gdy - rex,;— A. | 
y(X,—A) : 


W oparciu o twierdzenie (20) mozna okresli¢ sprawnos¢ przekazywania 
informacji. 
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Jako ostatni przyktad rozpatrzymy system, gdzie uzywane es dwa syg- | 
naly, na przyklad alarm i brak alarmu. Metoda podawania przypuszczal- 
nego sygnatu moze byé scharakteryzowana przez dwa typy bledow 

1. Prawdopodobienstwo P (x*|x,) tego, ze gdy nadany jest sygnat x, a 
jako przypuszczalny x*(y) podany bedzie przez urzadzenie odbioreze 


 sygnat x,. 


2. Prawdopodobienstwo P (x*|x,) tego, ze gdy nadany jest sygnal x, 
jako przypuszczalny x*(y) podany bedzie przez urzadzenie odbierexs 
sygnal x,. 

Catkowite Badapadapiercras btedu wynosi 


PL =P) Pit) Tea Ph Pry) 5 (71) 


gdzie P(x,) i P(x.) sa prawdopodobienstwami a priori. 

Prosta metoda prowadzi do zasady podawania przypuszczalnego syg- 
natu y minimalizujacego ten blad; jako przypuszezalny sygnal x*(y) po- 
dawany jest sygnal x, lub sygnal x, w zaleznosci od tego czy liczba A okre- 
Slona wzorem 

_ P(x) ply |x) 

P(x) p(y | x2) 
jest wieksza czy mniejsza od jednosci ((7] rozdz. 7). 

Zauwazmy, ze podanie Sredniego prawdopodobienstwa btedu jest row- 

nowazne zastapieniu prawa rozktadu 


(72) 


Bay P(x#x*(y)|y) (73) 
_ przez prawo uSrednione 

Pe=EE P(x#x*(y)ly), (74) 

: * x* Y|yey2 

_ gdzie 
eee — oznacza uSsrednienie przy warunku, ze y nalezy do zbioru Yi, 
Yy ) 
w ktorym jako przypuszezalny podaje sie sygnal A onde 

u — oznacza uSrednienie na mozliwe przypuszczalne sygnaly x*. 


Obliczymy zwiekszenie miary nieokreslonosci w tym przypadku. 

Dla uproszcezenia przyjeto, ze wielkos¢ przekazywana jest jednowy- 
miarowa, Zakladamy, ze zaklocenia maja rozklad normalny o rozrzucie o. 
Przez A oznaczamy odlegtos¢ sygnatéw. Miara nieokreslonosci, po podaniu 
sygnalu przypuszczalnego wedlug wyzej opisanej] metody, wynosi 


E H’ (X fet) = — P=! log P=? _ 4 — pM) log i — PH). (75) 


Srednia miara nieokreSlonosci, gdy znany jest sygnat odebrany y, przy 
uczynionych zatozeniach moze byé obliczona ze wzoru 


EH (x | y)~ 3,05—H(Y). (76) 


fi 
\ 


ST 


j 
. 
« 
tf 
} 
’ 


_ podawania przeksztalconego sygna- 


? s,! Re eh x oa A ‘ ey A eo eu ad hia eT 4. = Ss PM vip? bn ‘ y ™% a re "eae ae) Sythy ‘u +. 
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Graficznie obliczono wielkos¢ H(Y). Wyniki pokazane sa na rys. 3, z kt6- 
rego widaé, ze sprawnos¢ systemu jest duza. Niewiele tracimy podajac 
przypuszczalny sygnal na podstawie pojedyncezego odebranego sygnatu. 
Gdyby podawaé przypuszczalny ciag na podstawie odebranego ciagu do- 
statecznie dlugiego, otrzymalibysmy igiy 

miare nieokreslonosci zblizona do jp 
granicznej. 

Charakterystyka systemu za po- 
moca jednej_ liczby, calkowitego 
prawdopodobienstwa bledu Px, jest 
mato dokiadna. W systemach bar- a4 
dziej] precyzyjnych mozna uwazac, _ 
z2 znane sa prawdopodobienstwa bte- 
déw pierwszego i drugiego rodzaju 
(najezesciej jeden z nich narzucony 
jest 2 g6ry, a drugi minimalizujemy  RYS,2,, Wykresy, misr, nleokresionsel 
przez wybor odpowiedniej zasady malizujacego srednie prawdopodobien- 


stwo btedu w zaleznosci od stosunku 
sygnatu do szumu. 


08 


0,6 


0,2 


0 i} 2 3 4 5 


tu — (na przyktad [4] rozdziat 13). 

Pominiemy, podobny jak poprzednio, problem obliczenia straty infor- 
macji zwiazanej z taka metoda podawania przypuszczalnego sygnalu, a za- 
trzymamy sie przy zagadnieniu wplywu poziomu bledéw pierwszego 
i drugiego rodzaju na ilos¢ ostatecznie przekazywanej informacji. 

Dla uproszezenia zapisObw wprowadzimy oznaczenia 


P=¢. 'P(xJ=b") Piazza) e! P(ct|2J=s (77) 
oraz | 
® (x)= —x log x—(1—2x) log (1—2). (78) 

Sredni zysk informacji wynosi 
I= @[a(1—a)+ fb]—a®(a)—b@ (A). (79) 


Nie wnikajac w zmudng analize tej funkcji, zbadamy zwiazek pomiedzy 
zyskiem informacji a bledem calkowitym 


Pgr=aat+bf. ‘ (80) 

Dla uproszezenia zal6zmy a=b=0,5, otrzymujemy wowczas 
1 1 1 
[= (5 Pat B|— > @0Par— B90), (81) 


Zalézmy x=Pg.—f; wyrazenie (81) przyjmie wtedy postac 


1=0(5—2)— 9 Pata) 5 PPa—2). (82) 
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Latwo spostrzec, ze wielkos¢ ta osiaga minimum dle = = . Wykres I jako 


funkcji 6 przy ustalonym Pg; pokazano na rys. 4, WYRE Tmax. Dim dao 
funkcje Pg; podano na rys. 5. 

Uzyskane zaleznosci ustalaja bardzo istotny zwiazek pomiedzy praw- 
dopodobienstwem calkowitym biedu a zyskiem informacji. Urzadzenie 
odbiorcze musi osiagna¢ pewng ilos¢ in- 
formacji I,.. Bltad catkowity nie moze 44 
byé wiekszy od Pmax(I)) (rys.5); a i B 
moga sie zmieniac, lecz tak, aby 


03 


ap SIP ale (83) 
02 


Wierdwnos¢ ta daje inne oSwietlenie 0 0,2 04 
tak zwanej zasady komplementarnosci Rys. 4. Wykaz miary nieokreslo- 


bled6w, omawianej w pracy [8]. ergay eee cea 


) 0! 02 


Rys. 5. Wykresy minimalnej i maksymalnej miary nie- 
okreSlonosci w zaleznosci od catkowitego prawdopodo-~- 
bienstwa btedu. 
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Cr. CEAANEP 
O TIOHHATUM MEPbBI HEOMPEXJEJEHHOCTU (SHTPOMMN) 


Peswme 


1. Beedenue. Tlonatue sHTpommu uMeeT NpocToM CMbICA DIA MHO*KeCTB DUCKpeT- 
HbIX CMPHaJOB. 

Ecmm onpegesitoutue curHasl WapaMeTPbI MOTyT VMSMCHATBCA HeMpPepbIBHO, TO 
SHTPOHMA ANpUOpHaA MU anocTepuopnNaAr, PaACCUMTAHHbIe GoOpMabHO NOROOHEIM OOpa- 
30M Kak JJIX QUCKPeTHbIX pacmpeyseseHuM MO3BOMAIOT KOJYYMTb acumMnToTMuecKoe 
BbiIpawxenne WIA 4MCIa CMTHANOB, MOryINMx ObITh Oe30uNIMO04UHO MepezaHHbEImMu. Uroopi 
OpMONMSUTECA K TaKMM yCJIOBMAM epezaum HeOOxoAMMO MpoBecTM KOAMpOBaHNe. 
Takum oOpa30M, O7HAKO, HeMpepbIBHAaA CUCTeMa B JeNCTBUTEIbHOCTM 3aMelaeTcA. 
BuckpeTHouw. Mexyzy TeM Ha MpakTMKe OYeCHb YaACTO UPMMeCHAIOTCA He KBAaHTU3MpO- 
BaHHBIe€ CMCTe€MBbI, K TOMy *%Ke He NpPeABMUAeHHbIe K KBaHTM3ayMu. Bo3sHuKaeT BoMpoe, 
MO3KHO JIM SHTPOMMM WpMNMCaTh UHYK) MHTepmpeTauMio, ueM BeMMYMHbI ONMMCHI~ 
BarOlljeM NOTeCHIMAIbHbIe BOSMOXHOCTMU CUCTEMbI Nocme KOAMPOBAHUA M CIeEROBATeb- 
HO MONb30BaTbCA e1O KAK KXapAKTePMCTMKOM cucTemM cbakTM4eCKMU HeNPePbIBHbIX? 

OOpaujeHo Takxe BHMMAaHMe Ha TO, YTO Ha MpaKTMKe HET BO3MO2XKHOCTM HM 
HYy2XJbI YMCHbIIMTb BEPOATHOCTH OWMO0K FO HyJIA. Tenepb BO3SHMUKaeT BTOPOM BOTTpOC, 
MOXeT JIM SHTPOMMA ObITh MONe3HOM B KaYeCTBE XapaKTePMCTMKM CMCTeMbI (mpu- 
MeCHAIOUIeCM HEMPePbIBHOe UIM WMCKPETHOE MHOKECTBO CMTHAJIOB), B KOTOPOM FonycTu- 
Ma HeOouIbuIad, HO KOH€YHAH BePOATHOCTS OUIMO0K? 

2. Wucaosvie xapaKTepucTuKu cucTem ceAvA3u. ECM CurHalbl MOryT U3SMeCHATBCA 
HeMPePbIBHbIM OOPasoM, TO cBOMCTBa OObBeKTA, K KOTOPOMYy HanpaBJeHbI cooouseHHA, 
no 6ombulem uacTM MO3SBONAIOT OIIPeAeIUTb UMCNOBy!IO Mepy paccTOAHMA CMTrHasOB 
(mepy mcKarKeHma). BemeqcTBue HaIMUuMA CiyYaMHbIX MCKamwKeHMM (KaK Hallp. HaJIO- 
XKCHMA LWiyMa) mocie MPUHATMA CMTHana Y, TOUHO TOBOPA, MO2XKHO NPMBECTM TOJIbKO 
3aKOH yCNOBHOrO pacnpesemeHuA MepewqaBaeMbIx CurHanoB X. Ho Ha MpakTMKe Tpe- 
6yeTcA mepegaua KaKOTO-HMOyzb mpeAnosaraemoro curHasa. OOo3HauuM ero a* (y). 
Kak umcnoByio XapakTepucTuKy KaveCcTBa CMCTeMbl NPMMeM BeMUMHYy, OMpeseseH- - 
Hy}to cbopmyson (4). 

Oobo3HaueHNe: Benu4vHa O(x,x*) OOOSHaANaeT PaccTOHHMe MepesaHHoro CuTHaa XL 
OT curHana mpegnonaraemoro x*; h(e) — cooTBeTcTBeHHy!0 BeCcOBy!0 (byHKyMIO, Hap. 


h(o)=0? umn h(o)=0, Korma e<O, a Taxme h(e)=1; Korga e >d EE — onepanmio 
YX/y 
ycpeqHeHUuA PacmpocTpaHeHHy!0 Ha MHOKECTBO BCeX MepesaBaeMbIX M MPUHMMaeMbIxX 


CUurHaJOR. 

KoneuHad UyBCTBUTeMbHOCTh OObeKTa, K KOTOPOMy HalpaBJieHbl coooujeHua, 
yceTaHaBMBaeT Mopor oOTMMuaemocTM MapameTpoB onpesenAoUIMx CMTHAas. ITO BO 
MHOFUX Cyuadx BeZéT K ONPeAeMeHMIO NOHATUA MepbI OObEMA NOAMHOMRECTBA Tlepe- 
qaBaeMbix curHanoB. B TakOM Cyyyae Somee COOTBETCBeEHHOM ABIIAeCTCA NoOmaya 


- 
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ie 


plore anes a> ‘. ; 


~ 


BMecTO mupemuomaraemMoro cMrHasa—npeqnonaraemMoe MHOKECCTBO Ay curHaloB x 
ui XapakTepucTuKa CMCTeMbI NPM VOMOLIM TByxX YUCedl: 

1. cpeqHeit BEpOATHOCTU, YTO NepesaHHbIM CUrHaI HaXOMUTCA BHE MHOXKeCTBA Ay 

2. cpegqHero oObéma MHOxecTBa AY. OTM ABa 4UCIa, Takwe Kak MU BEeJMMIUHY, 
oupezenéHuy1o dopmysou (4) MoxHO B OOMIEM Ha3BaTb MepaMu pa36poca. 

3. Ocnosnole cBolicTea 9NTPONUU HenpepolBHox mHOocecTSs. IIpu aHamuse TIOHATUA 
SHTPONMU BIMAHMe NpeocdpasoBaHuUu NepemaBaeMbIxX M MPUHUMAeMbIX CUTHAIOB UMEeT 
OCHOBHOe 3HaueHONe. B cmyyuae HeMPePbIBHbIX PaCNpeyeNeHUuM ZHTPOMMA 3aBMCUT 
CyUJeCCTBCHHbIM .o0pa3s0M OT MepbI OObEMa, NO OTHOWICHMIO K KOTOPOM pacCUuMUTHI- 
BalOTCA WNOTHOCTM BepOoATHOCTM. B ocobeHHOCcTU, ecmm B KauecTBe oO0é€Ma GPMHATb 
BEPOATHOCTL anpuopuyi0 — TO TOsyuaeTcA Mepa KONIMUeCTBa UNCopMayMu;, MOsTOMy 
MbI He 6yqeM pasSAeIATb STM MOHATMA. 

Ecim UpMHATS BO BHMMaHMe mpeobpas0BaHMe MPMHUMAeMBIX CMTHAJIOB, TO 
KaxkeTcH, UTO cmenyroujad TeopemMa mMeeT OCHOBHOe 3HaAYeHMe: HUKaKMe ONepalMn 
M0 OTHOIMeHMIO K MPMHATOMy cCMrHaly He MOPyT YMeCHBILUTbh cpeqHeu SHTPONMN. 
@Mopmy.wa (20). 

O6o3Hayuenna: p(x|y) up (x|y') ABMAIOTCA yYCNOBHbIMM MJIOTHOCTAMM BepOATHOCTH, 


Kora u3BeCTeH Ne€PBOHAUAIbHbIM MPVHATbIM CurHal yY UM MpeocdpasoBaHHbIM curHan 


y'; MMOTHOCTM CYMTAIOTCA MIO OTHOLICHMIO K OJHOM MU TOM me Mepe OOBEma. 
TIpeo6pa3s0BaHua MepezaBaeMbIX -cCUrHalOB B NMPOTMUBOMONORKHOCTB K AZUCKPeTOMYy 

pacnpeyzenenuro MOryT KaK YMCHbUIaTb, TAK U yBeEMMUMBATb Mepy HeompenzenéeHHOCTH. 

Jina mpeoBpa30BaHui TuMa KBAaHTM3alMM MMeeT MeCTO HepaBeHCTBO (29). 
(OSo3sHaueHna p(x) u p(x’) ABIALOTCA IJIOTHOCTAMM BEPOATHOCTM MePBOHAUAaJIbHOTO 


 curHasia xu mpeoOpasoBaHHoro curHana XL). 


Ecnm mepy o6%éma B npocTpaHcTBe Mpeobpas0BaHHbIX CMTHAJIOB XL’ MbI ompeyemMM 
Kak y=T ly UTO ABJIACTCA yROOHbIM ompeneneHueM Hallp. ANA wacTOTHOM MOZyIAUMN, 
TO MMeeT MeCTO HeEpaBeHCTBO (30) TT. €. HepaBeHCTBO OOpaTHOe HepaBeHcTBy (29), 
KOTOPOe B CBOIO ONePeRb ABIAeETCA OOObIeHMeM TeopeMbI IIISHHOBa DJA DMCKPeTHbIX 
pacnpeyenenni. 

4. Z3asucumocTo meacdy suTponuet u Opyzumu mepamu pas6poca. OCHOBHBIM 
MOHATMUCM ABJIACTCA NPUHATMe SHTPONMM B KaueCTBO MepbI pasOpoca. IIpuBenennpre 
B ‘npenbiayuyem Naparpacde CBOMCTBA NO3BOJIAIOT OL|CHUTb MPM MOMOWM sHTpOMMM 
HyoKHMe Ipeyelbl Apyru“x mep pasbpoca. Dro cBoncsBo npmqaér sHTponuu Oomee 
oOmjee 3HaueHHe. JA KBagpaTM4HOTO pasOpoca mMMeeT MECTO 3aBMCUMOCTH (46), rye: 


aij — SIICMeCHTHI MONORUTeENIbHO ONpeReNe6HHOM MaTPMIbI, Xi i=1,2...n Koopyzu- 
HaTbI onpeyemnouyMe curHan xX=(x,,..., Ln) 
H(X/y) — otTHocutTenbuHaa mMepa HeomperenéHHocTu, MpM4émM MNOTHOCTH BePOATHO- 
CTU CUMTAIOTCA MO OTHOIIEHMIO K Mepe o6%éma Ay=dx,-dx,... dan 
x,*(y') — mpeznonaraemoe 3HaueHMe TapaMerpa Zi, MOFAaHHOe Ha OCHOBAHMM 13- 


BeCTHOTO y” 

IIpocroe nupwumMenenne 9sToro HepaBeHCTBA BeeGT K CHEMYIOUIMM 3aAKIIOUCHUAM. 
Korga curHanbl “ MOMexm MMeIOT CTPyKTypy CTAalMOHAPHbIX TrayccOBbIx Mmpoveccos, 
TO Ch€MHAA MOIIHOCTh NOrpemtHocTu ONTMMaNbHOrTO cbunbTpa Bunepa c 6becKoHeuHO 
OONbIIMM 3Aalasf{bIBAHMeM PaBHA MOINHOCTM WIyMa KBAaHTMU3aNMM pM ONTMMaIbHOM 
KOAMpoBanMu m0 IlsHHony. IIpu nomouym mmHewHoro GbuAbTpa NOmyuaeTca abconoT- 
HbIM MMHUMYM KBaypaTMuHoNM morpelHocTu. 

Bropax rpynina 3aBncumocTew —-9ToO 3aBMCMMOCTM MexKAy sHTponMen u Mepo;r 


pas6poca, onpeyemeHHon Kak cpeqHUuM oObémM NpPeAMOMarAaemMoro MHORecTBA U BepoaT- 
HOCTb OWIMOKM. 


* 
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Eemm BHeE MHOMECTBA XX, p(x)=0, MMeeT MeCTO HepaBeHcTBO (66), rae Pari 
BEPOATHOCTh, ATO CMTHAI HAXOAMTCA BHE MHO2*KecTBA A, y — Mepa OObéma, a BenU- 
SHEILA e's A, (Pa) ompezeneHbl dopMyszamu: 


Amax=log y X%, Ho (Psi) = — Pai log Pri—(1— Psi) log (1—P ri). 


OTa 3aABUCMMOCTA NoO3BOAer HAM OWeHUTH Pz u yA, Tlomyuensr taxxe OUeHKM 
ANA TlorpemiHoctew mepsoro M BToporo poya B CMyyae cucTeM NPMMeHAIOUIMX ABA 
curHasia (Hap. TPeBORHIM CurHan UM OTCyTCTBUe THeBORHOTO CuMrHaIAa) ONTMMAIM3u- 
POBaHHEIX NO MeTOZyY HewmMana—IIupcona u 3ureptra. Pe3yseETaThI mpeACTaBeHLI Ha 
qWMarpamMax (4) u (5). 


J. SEIDLER 


ON THE CONCEPT OF ENTROPY 


: 
Summary 


1. Introduction. The concept of entropy has a simple meaning for discrete sets 
of signals. If parameters determining the signal can vary continuously, the a priori 
and a posteriori entropies, calculated in a formally similar way as it is in discrete 
cases, allow to obtain the asymptotic expression for maximal quantity of signals 
that can be transmitted without error. The coding of signals is necessary in order to 
approach such conditions of transmitting. However’a continuous system is thus 
actually replaced by a discrete system. But in practice very often such systems are in 
use, that are neither quantized nor meant to be quantized. A question arises, whether 
the entropy can be interpreted otherwise than as a quantity describing potential 
possibilities of a system when coded, and consequently, whether it can be used as 
a characteristic of the actually continuous systems. 

Let us notice, too, that in practice it is neither possible nor necessary to reduce 
the probability of the error to zero. And thus, the next question arises: can entropy 
be useful as a characteristic of a system, continuous or discrete, permitting a small 
but finite probability of error. 

2. Numerical characteristics of communication systems. If signals can vary con- 
tinuously, the properties of the object the messages are directed to, lead to the de- 
termination of a measure of distance between signals (measure of distortion), When 
a signal — y is received, then — owing to some random distortions present 
(noise etc) — strictly speaking, only a law of conditional distribution of transmitted 
signals x can be stated. But in practice, some expected signal is required. We shall 
denote it by x*(y). 

As a numerical characteristic of the system, we accept the quantity determined 
by formula (4). 

(Notations: @ (x, x*) denotes the distance between the transmitted signal x and 
expected signal x*, 

h (0) — weight function e. g. h(9)=0? or h(o)=0, if e<dé and h(e)=1 if @ >, and 
E E — the averaging operation over the set of all received and transmitted signals). 


Y X/y 
The existence of the threshold of ability to distinguish two messages, is the 


feature of any concrete object receiving messages. This feature permits in many 
cases to define the measure of volume of subsets of signals. Then it is more conse- 
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quent to give an expected subset Ay of signals x, instead of the expected signal. The 
system can be characterized by two numbers: 

1. The average probability that the transmitted signal lies outside the subset Ay. 

2. The average volume of the subset Ay. 
These two quantities and the one defined by formula (4), may be called the measure 
of spreading of the signals. 

3. The fundamental properties of entropy of continuous distributions. When ana- 
lyzing the concept of entropy, it seems that the influence of transformations Per 
formed on the received and transmitted signals is essential. 

It should be kept in mind, that in the continuous case the entropy depends in 
an essential way on the measure of volume in respect to which the probability den- 
sity is calculated. Particularly, if the a priori probability is taken as the measure 
of volume, the quantity of information is obtained. Therefore, these two concepts 
will not be distinguished here. 

Let us take at first the operations on received signals. The following theorem 
seems to be fundamental: 

No operation on received signals can decrease the conditional entropy. See for- 
mula (20). ‘ * 

Notations: p(x|y) and p’(x|y’) denote the conditional probability distributions 
when the original received signal y, or the transformed y’ is known. Both densities 
are calculated in respect to the same measure of volume. 

Contrary to the discrete case, the transformations of transmitted signals can 
either increase or decrease the entropy. Inequality (29) holds for the transformations 
of the quantization type. 

(Notations: p(x) and p’(x’) denote the probability densities of the original signal x 

and of the transformed 2x’) 

If the measure of volume of signals transformed in the space x’ is defined as 
y=T ly , which is for example appropriate for frequency modulation, then inequality 
(30) holds. 

This is the reversed inequality’ (29), which in turn presents the generalization 
of Shannon’s classical theorem for the discrete case. 

4. Relations between entropy and other measures of spreading. The fundamental 
idea of this paper is the interpretation of the entropy as a measure of spreading. 
The properties discussed in the preceding paragraph permit to estimate boundaries 
of other measures of spread by means of entropy. Thus, a wider significance is given 
to entropy. For dispersion, a relation given by formula (46) can be stated. 

(Notations: aij denotes elements of a positively defined matrix, 
xii=1,2,...n — the coordinates determining the signal x=(x,,..., Xn), 

H(X\y) — the conditional entropy with probability density calculated in re- 
spect to the measure of volume defined as dy=dx,-da.... dan 

x, (y') — the expected value of parameter ai calculated when the trans- 
formed received signal y’ is known). 

An application of this inequality leads to the following conclusions, Let us 
suppose that signals and noise can be represented by stationary gaussian processes, 
Then, the average error power in the infinite delay Wiener-filter and the power of 
quantization noise — when optimal coding is applied — are equal. It follows also 
that the lienar filter gives in this case the absolute minimum of error, and noue 
better can be achieved by nonlinear filters. 


) 


Sar Are outside. the. set Xp p(x)=0, formula 66 holds, is es 
’ (Notations: | Pp, denotes the probability that x lies Omisige A, 3 Pe oF 
on y — the measure of the volume) f 


4 ; ~ 


then Hy, ax log 72, H,(P ,)= =P log Pg —(1— Pa)00~Pp) 


_ This formula partis the simultaneous estimation of Pz and yA. 
a For the systems using two signals (e.g..alarm and rest) optimalized in the sen e. 
E of Neyman-Pearson and Siegert, we have also obtained formulae to estimate ae 

_ errors of the first and second kind. See Fig. 4 and Fig. 5. ia 
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Zeszyt 1 Tom V—1956 || 
Str. pe Jest Powinno by¢é 
od dotu od gory 
Yr; Bb Yr; Bh 
A = = -dl), A’ = — — H-dl), 
88 5 i Ey/£ fooe-an i By" [96 ) 
; Lr iT 
89 9 sq w Strefie nie maja w strefie 
93 1 . Vig be 
a ; OEo 3 ~ : OEn 
=const——— |= =const —— = 
103 an ee 
106 1 =0. 4,0 F 
144 6 g=V rn 
147 4 equation equations 
147 3 (27) and (28) (27') and (28’) 
147 3 from form 
157 3 A,=A,=0 A,=A,=0 
Pr » Q 
167 6 o'=1| r[----] o=15(2 Af] 
R R 
167 q (Sigs a be : eat SMa 
2 2 
176 14 Re og alah ar oa ee ee 
(w?+ 20)? (@? + y2U)? 
186 1 =O_+jO_ =P_+j®@ - 
i 2 
191 2 fale Jar fu (2:+)ar= 
A) R R 
0 0 
202 11 PEdo= f Edo= 
202," 13 f Edo f Edo= 
202 13 @Edo= f Edo= 
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_WYTYCZNE DLA AUTOROW 


~Komitet Redakcyjny prosi autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiq- 


zanych z przygotowaniem do druku nadestanych artykul6w przez ere 
ganie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu: 


2k 


/ 
Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym, na pojedynezych — 
arkuszach formatu A4, jednostronnie, z interlinia (co drugi wiersz), z mar- _ 


ginesem 3 cm z lewej strony. Stronice numerowane. Artykuly nalezy 


nadsylta¢ w dwoch egzemplarzach. 


nalezy szczegdélnie doktadnie i wyraznie. v, 


+ ’ 


. Kazda praca powinna by¢ zaopatrzona w krodtkie streszczenie (analize) 


w jezyku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz- 


ezenia (do 20%/o objetosci artykulu) w jezyku rosyjskim oraz angielskim, =o es 
francuskim lub niemieckim. W razie niemoznogci nadestania streszczenia 


. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywaé recznie, czytelnie, uzywajac jedynie 
liter taciMskich i greckich. Wskazniki nizej liter i wykladniki poteg pisa¢ 


w jezyku obcym autor dostarceza odpowiednie streszczenie w jezyku pol- — Sx : 
skim w trzech egz. z jednoczesnym wpisaniem, o ile moznosci, terminologi ia 
2 z 


w jezyku rosyjskim oraz w innym jezyku obcym. 


Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonywaé na oddzielnych arku- 
szach z podaniem kolejnych numerow rysunxow. W tekscie i na margi- 


nesie, obok wtaSciwego tekstu, nalezy podac jedynie odnosny numer 


rysunku. Ostateczne wykonanie rysunkéw obowiazuje Redakcje. 


Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tekSscie rysun- oa: 


kami (skrot: rys.) i nie uzywac okreslen jak figura, szkic, fotografia. 


U samego dotu rysunku (a przy fotografiach — na odwrocie) nalezy 
wpisa¢ czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytut pracy i naz- 


wisko autora. 


ogee 


. Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych) podobnie jak rysunki nalezy wyko- ~ 


nywacé na oddzielnych arkuszach i numerowaé kolejno liczbami arabsximi, — 


U gory kazdej tablicy podaé tytut (napis) objasniajacy. 


- Po zakonczeniu. artykulu nalezy podaé wykaz literatury, wymieniajac 


w nastepujacej kolejnoSsci: nazwisko autora i pierwsze litery imion, peIny — 


tytat dzieta lub artykulu, tytul czasopisma, tom, numer zeszytu, rok 
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony. Pozycje powinny byé¢ 
ponumerowane w kolejnogci alfabetycznej autor6w; w tekScie — powo- 
tania na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3]. 


Autorowi przystuguje bezptatnie 25 egzemplarzy odbitek pracy. Dodatkowe 
egzemplarze autor moze zamdwi¢ w redakcji na ee koszt przy prze- 
sylaniu korekty swej pracy. : 


Uwaga: Autora obowiazuje korekta autorska, kt6ra nalezy zwracac w ciagu 


eee 


3 dni pod adresem: Redakcja ,,Archiwum Elektrotechniki“, Warszawa, Ko- 


szykowa 75, Politechnika, Gmach Elektrotechniki, Zaktad Elektroniki PAN. 
tel. 8.32.04. ‘ 


